Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



N \M./. 



•■ J 



I 

I 



t 



Journal 



für die 



reine und angewandte Mathematik 



gegründet von A. L. Grelle 1826. 



Unter Mitwirkung der Herren 

Weierstrass und yon Helmlioltz 

herausgegeben 



von 



L. Fuchs. 



Mit thätiger Beförderung. hobAr. .Könlgjiich Preussischer Behörden. 



. •« Vit« •«•.-»>_.•♦**•'»«• • 

Band 110. 



In vier Heften. 



Berlin, 1892. 

Dmck und Verlag von Georg Reimer. 



116082 














• 

•• 
• 
• 


••• 


■ 
•• 


•• • 

• * 

• • 


• •• • 

> • • 
»• • • 


• 

• 
• • • 








* • 
• 


# s • 

• • 


• • 

• • 


- • • 

■ • • • 




•• • 

• :* 

• 1* 


• • 

• • 

• • 

• • 

• • 


• 
• 


• 
• 


• • 

• •• 

• • • 
« • » • 


• • 

• • 
••• 




• • ■ ■ 

• • • 
• • • 

9 m 


• •• 


■ • 








« 
• 


■ 
• 


«• • • 
• • 


••• 


••: 


« • • 


m • b 
• • • 


: •: 


• • 
• 










•• 
• 
• 


« • 
• 
• 


• • 


< • • 


• • 


• • 


» 





• • • 



• ••>•< 



Inhalts verzeichniss des Bandes 110. 



Seite 

Appell^ P. Sur des transformations de mouvements 37 — 41 

Busche^ E. Ueber die Function E(x) mit complexem Argument. . . . 338 — 348 

FrobeninSy G. Ueber die in der Theorie der Flächen auftretenden Differen- 
tialparameter 1 — 36 

Outzmer^ A. Bemerkung über die Jacobische Thetaformel 177 — 179 

Hamburger^ M. Erweiterung eines Ffaffhcheu Satzes auf simultane totale 
Differentialgleichungen erster Ordnung und Integration einer Klasse von 

simultanen partiellen Differentialgleichungen. . 158 — 176 

Hensely K. Ueber die Gleichungen, mit deren Hülfe man die säcularen 

Störungen der Planeten bestimmt 180 — 183 

Hubert, I). Ueber die Irreducibilität ganzer rationaler Functionen mit ganz- 
zahligen Coefficienten 104 — 129 

Kötter, E. Ueber diejenigen Polyeder, die bei gegebener Gattung und ge- 
gebenem Volumen die kleinste Oberfläche besitzen. Erste Abhandlung. 198 — 229 

Krimphoff, W. Neue geometrische Darstellung der lomniskatischen Function. 73 — 77 

Netto, E. Anwendung der Modul-Systeme auf einen geometrischen Satz und 

auf das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 184 — 187 

— — Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herrn G. Landsberg („Zur 

Theorie der periodischen Ketten brüche") 349 — 352 

Pareto, V. Sur les fonctions generatrices (TAbel 290 — 323 

Pochbammer, L. Ueber die Reduction der Differentialgleichung der Reihe 

%(y,, Q,, ,,,, Qn-U x) 188-197 

Hcblesinger, L. Ueber die bei den linearen Differentialgleichungen zweiter 

Ordnung auftretenden Primformen 130—157 

— — Ueber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 

für welche die Umkehrungsfunction von endlicher Vieldeutigkeit ist. . 265 — 289 



IV Inhaltsverzeichniss des Bandes HO. 

Seite 

Schottky^ F. Ueber das Additionstheorem der Cotangente und der Func- 
tion C(m) = ^<^ . 324-337 

Schumacher, B. Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre Anwendung 

zur Erzeugung der algebraischen ebenen Curven 230 — 264 

Schwering^ K. Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung in vier 

Factoren 42— 72 

Thomae« J. Ueber die Function W^( ) ^ J w) für singulare Werthe 

ihrer Parameter 78 — 103 

Inhaltsverzeichniss der Bände 101 — 110 353 — 362 



lieber die in der Theorie der Flächen auftretenden 

DiflFerentialparameter. 

(Von Herrn G, Frobenius in Zürich.) 



1/ie zugehörigen Formen der quadratischen Form zweier Differentiale, 
welche das Quadrat des Linienelementes einer Fläche darstellt, sind von 
Herrn BeÜrami als Differentialparameter bezeichnet und in einer Reihe von 
Arbeiten untersucht worden. Ist (pCp^-q) = const. die Gleichung eines Systems 
von Curven auf der Fläche und Sn das von dem Punkte p, q ausgehende 
Linienelement der Fläche, welches zu der durch p, q gehenden Curve des 
Systems normal ist, so ist, wie er zeigt, der quadratische Differentialpara- 
meter erster Ordnung gleich (-^— ) • (Math. Annalen, Bd. 1, Seite 576). 

Construirt man nun eine gerade Strecke, deren Länge -^ und deren 

Richtung die von dn ist, so sind ihre Projectionen auf die Axen eines 
orthogonalen Coordinatensystems drei lineare Differentialparameter, die ich 
mit ^:,(py ^yV^ ^»V bezeichne, und deren Untersuchung den Hauptgegen- 
stand der vorliegenden Arbeit bildet. Wenn man die gegebene Fläche 
mittelst paralleler Normalen auf die Einheitskugel abbildet, und auf dieser 
dem Punkte x, y, ss der Punkt ^, t], X> entspricht, so kann man für die 
Kugelfläche drei analoge Differentialparameter berechnen, welche ich mit 
J^ipy J^cp^ J^(p bezeichne. Die drei bilinearen Differentialparameter, welche 
den drei quadratischen Formen 

Sdx\ 2dxd^, Sd^ 

von dp und dq entsprechen, können dann auf die Gestalt 

die drei ihnen zugehörigen Differentialparameter zweiter Ordnung aber auf 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 1 
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die Gestalt 

gebracht werden, wo k das Kriimmungsmass ist. Der bilinearen Form 
^:k^dydiC,, welche in der Theorie der KrUinmungslinien auftritt, entspricht 
endlich der bilineare Differentialparameter 2:±§J,,(p.J-yj und zwei ver- 
schiedene Differentialparameter zweiter Ordnung, 

von denen der erste für q> = x, y, z und -Sr' verschwindet, der zweite für 
(p = S, f], C tind -5*0:1. Nachdem ich diese verschiedenen Differentialpara- 
meter in den §§ 1 — 5 definirt und ihre gegenseitigen Beziehungen untersucht 
habe, benutze ich die erhaltenen Resultate in § 6 zur Ermittelung der 
Differentialgleichung dritter Ordnung, welcher der Parameter einer Flächen- 
schaar genügen muss, damit dieselbe einem orthogonalen Flächensystem 
angehöre, und in § 8 zur Entwickelung der Bedingung für die Isometrie 
der Krilmmungslinien. Endlich untersuche ich in § 7 die Beziehungen der 
eingeführten Differentialparameter zu dem Kriimmungsmass und der geo- 
dätischen Krümmung. 

§1- 

Uebcr die Form A = dr'^-\-iit/''-\-dz*^. 

Sind I, f]y X> die Richtungscosinus der Normale der Fläche *(j:,y,») = 
im Punkte Xy y, ä, so ist beim Uebergange zu einem unendlich nahen 
i^unkte einer Krümmungslinie 

(1.) d§ = rdXy dri=^rdyy dt=^rdz, 

wo r die entsprechende Hauptkrümmung der Fläche ist. Mithin sind die 
beiden Hauptkrümmungen r und r" zwei Wurzeln der kubischen Gleichung 
(vgl. z. B. LipschitZy dieses Journal Bd. 78, Seite 25) 



dx 


dy 


Ö3 


i dx 


du 


dz 


■ dx 


du 


3z 



(2-) ; A.,." P)u ^ r)r, "" ^^• 



Quadratische Gleichungen für r erhält man, wenn man zu den Gleichungen 
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(1.) noch die Relation 

(3.) Sdx+ridy+l;dz = 

hinzufügt. Die dritte Wurzel der Gleichung (2.) ergiebt sich aus der Be- 
trachtung einer dieser quadratischen Gleichungen oder auch durch folgende 
Ueberlegung: Die Grössen |, t], ^ können mittelst der Gleichung * = 
auf unendlich viele Arten als Functionen der Coordinaten x, y, z dargestellt 
werden. Benutzt man irgend eine dieser Darstellungen, so wird die Gleichung 

(4.) r+i?^+^ = 1 

nicht identisch erfüllt sein , sondern nur vermöge der Gleichung * = 0. 
Die Ableitung ihrer linken Seite nach x ist also im allgemeinen nicht Null 

sondern proportional -^ — oder ^, und demnach ergiebt sich die Gleichung 

und die beiden analogen. Der so definirte Proportionalitätsfactor r,,, dessen 
Werth wesentlich von der Darstellung von ^, 17, ^ durch x, y, « abhängt, 
genügt folglich der Gleichung (2.) und ist, weil r' und r" von jener Dar- 
stellung unabhängig sind, die gesuchte dritte Wurzel. 

Diese Bemerkung veranlasste mich, statt der Ableitungen nach x, 
y und Ä Ausdrücke in die Rechnung einzuführen, welche nicht von der 
Form der Darstellung abhängen. Zu diesem Zwecke benutze ich die drei 
linearen Differentialparameter 



(5.) 






Öä ^ dx ' dy dz 

zwischen denen die Gleichung 

(6.) SJ^(p+TiJy(p+^J,(p = 

besteht. Projicirt man die Strecke, deren Axenprojectionen -^, -^, -—- 
sind, oder irgend eine der Strecken, deren Axenprojectionen -^+'^-3—^ 

-g^ + ^-g — , ~^ + ^~ä — ö^^^? Ä^f di® Tangentialebene der Fläche * = 

im Punkte x, y, », so erhält man die Strecke, deren Axenprojectionen 

1* 
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J^cp, Jycp, J^(p sind, und daher könnte man diese Ausdrucke die tangen^ 
Haien Derimrien von tp nennen. Aus der Proportion 

ö* d(D Ö* c* dm , v_ö0 



ÖiF 



17 



folgt, dass J^^ = Jy4^ = J,4* = ist. Ist also die Gleichung y = V eine 
Folge der Gleichung * -= 0, so ist auch die Gleichung d^(p^ J^tp eine 
Folge derselben Gleichung. Nach (3.) ist 

(7.) d(p = J^cp.dx+J,j(p.dy + J,q>.di, 

und mithin verschwindet nach (1.) die Function 

(8.) J,T] J,v-r J,ti =«r(r-r')(r-0 = ~r(r^-Ar-f*) 

für die beiden Hauptkrlimmungen r' und r" und ausserdem für r = 0, wie 
man aus (6.) erkennt, indem man y = |, ?; und X> setzt. Daher ist 

(9.) h = r'+r'' = JJ+J,^ri+JX = 2JJ. 

Ich werde unten zeigen, dass die Determinante (8.) symmetrisch ist, d. h. 
dass J^ri = ^yf u. s. w. ist. 

Nun seien p und q zwei von einander und von ^ unabhängige 
Functionen von x, y, z, und seien umgekehrt Xy y, z als Functionen von 
p und q dargestellt Dann ist nach (7.) 

(10.) 



^^ = 2JM '" 



|^- = -2-^,(9))||-, 



dp "xvry Qp ? 

und daraus erhält man, wenn man (p = p oder q setzt, die Relationen 



(11.) 






auf denen die folgende Entwickelung wesentlich beruht. Demnach sind 
die beiden Determinanten*) 



. 


1 


V 


^ 






dx 


dy 


dz 




(12.) 


dp 


dp 


dp 


- ]a, 




dx 


dy 


dz 






dq 


öq 


dq 





^ V ^ 

j^p jyP J,P 

-^^q ^yq ^.q 



1 



i/ä 



*) Es ist praktisch, die bcideu unabhängigen Variabeln in einer solchen Reihenfolge 
mit p und q zu bezeichnen, dass \'a positiv wird. 
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reciprok, d. h. jedes Element der einen ist gleich der entsprechenden ünter- 
determinante der anderen, dividirt durch diese Determinante. Ist aber in 
einer Determinante -4 = |aa^| der Coefficient von a«^ gleich A^ß, so ist 

d^^^^ Aß düaß ^ Wendet man diese Formel auf die erste Deter- 

dp A dp 

minante (12.) an, so erhält man 

^ dp ^ dp ^'^V'P dp V dp J^^'9 dq V dp )) 

Da nun 

(13.) ^,<p = ^J^p+^J^g 

ist, so folgt daraus 

Ist also R irgend eine Function von p und q, so ist 

also wenn man A/ä durch R ersetzt, 

(15.) :j^,(_ä^) = _^, :j^,(_ä_) = __. 

Sind X, Y, Z irgend drei Functionen von p und q, welche der Gleichung 
(16.) :s§x = 

genügen, und ist 

(17.) fi2XJ,p=^P, iaSXJ^q^Q, 

so folgt daraus nach (12.) 

(18.) iäX^P^ + Q^, ray = r^+Q^. raZ^P^^Q^ 
und mithin nach (15.) 

(19.) ^J.iX, = -^(f + f )■ 

Ist S^X nicht Null, sondern gleich R, so ist JS'f (A"— |ft) = and nach 
(6.) und (9.) 

2JX^R) = 2§d,{R)^R2d,(^^) = kR 
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und folglich, wenn man in (19.) X durch X—^R ersetzt, 
(20.) ^J^X = -^-^{^(Ü:SXJ^p) + -§-(^ä2XJ^q)) 

Die beiden letzten Zeilen jeder der Determinanten (12.) enthalten 
je zwei von einander unabhängige Lösungen der linearen Gleichung (16.) 
zwischen den Unbekannten A, Y, Z. Da dieselbe aber nicht mehr als zwei 
unabhängige Lösungen hat, so lassen sich zwei Paare von Coefficienten 
011, »12 und 021, ^22 so bestimmen, dass 



(21.) 



^ = ail^xP + ai2^x?, -qT = Ö2l^,P + Ö22^x^, 

dx dy dz 



wird. Multiplicirt man diese Gleichungen mit ^— , -g^, -^— oder mit 

"W^ "ä^' 'd~ ^^^ addirt sie, so findet man nach (11.)? dass «12 = «21 und 

(22.) JSdx^ = aiidp'^+2ai2dpdq+a22dq'^ = A 

ist. Erhebt man die erste Determinante (12.) ins Quadrat, so ergiebt sich 

(23.) a = «11022— «w- 

Durch Auflösung der Gleichungen (21.) erhält man demnach 

(24.) aJ^p = an-g^-ai2-ö^, aJ^q ^ -(hi-^ + On-Q^ 

und folglich nach (10.) 

'' =- 7ä("«l?-^"lf ) = i^:^^,(p)^.(y), 

Sind also (p und v^ zwei unbestimmte Functionen, so ist 

Setzt man nun 

(25.) « A(,. V) = «. f f - a..(f f + -1^ f ) + ... f 1^ , 
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80 ist (vgl. Beltrami, Math. Ann. Bd. 1, Seite 581) 
(26.) A(ip, V') = 2J,{<p)JXV^). 

Ferner ist nach (19.) 

Setzt man also 

(27.) ^.-AW = ^^-(..|£-„„|t) + |- l..(_^,|£ + „„:^). 

80 ist 

(28.) A(9) = SJiisp). 

Diese elegante Darstellung des zweiten Differentialparameters der Form 
A = 2:dx^ ist eine Umformung der von Herrn Beltrami angegebenen Formel*) 

(29.) AW = g+0+|^-(4 +,|+S|)V-(r+r")(l|^4j+St> 

Da die Ausdrücke (26.) und (28.) offenbar von der Wahl des ortho- 
gonalen Coordinatensystems unabhängig sind, so zeigen diese Formeln, dass 
A(y, V^) und A((p) zugehörige Formen des Differentialausdrucks A sind, d. h. 
sich bei jeder Transformation desselben invariant verhalten. 

Anmerkung: Um die analytische Bedeutung der Formel (19.) ins 
Licht zu setzen, bemerke ich Folgendes: Seien y^ ^2, •••, y« n von ein- 
ander unabhängige Functionen der n unabhängigen Yariabeln Xiy ^2, • . ., a?„, 
seien Ai^ Ai^ . . ., A„ irgend n Functionen von a?i, aj2, ..., x„, und, wenn 
(f eine unbestimmte Function dieser Variabein ist, 

(30.) SA.-I1- = ^B.^. 

Setzt man dann ^^ = y^^ und -^-- = x^ß, so sind die beiden Deter- 
minanten fiten Grades 

(31.) \yaA = D, \x,.\ = ~ 



*) In dieser Formel, in der ich die Schreibweise des Herrn Beltrami beibehalten 
habe, ist das zweite Glied symbolisch aufzufassen, also gleich — §*-^-— 2|iy 



dx^ dxdy 

Dagegen bedeutet Ji(q>) in der Formel (28.), dass die durch das Zeichen Jx ausgedrückte 
Operation auf den Ausdruck JxM angewendet worden soll. 
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in dem obigen Sinne reciprok, und folglich ist 

dxy a^ ^"^ dxy dya dxßdxy dxß difa 

also (vgl. Jacobi, de determin. funct. § 9, (1.); Ges. Werke Bd. 3, S. 412) 

(32.) 
Mitbin ist 

A 9log(^Ä^p) _ . y dyay I y dAy _ ^ d(Ayyay) 

"^r a^r, " - ^^f dya +f dy^ ^«^ "" f dy. 

Da nun nacb (30.) JlA^y^y = B^ ist, so folgt daraus 






(33.) 



ö(^ai>l ^ JJ^^* 



a 
a 



dxa " '"'" öy, 

Dies ist die bekannte Formel JacobiSj welche seinem Princip des letzten 
Multiplicators zu Grunde liegt (Ges. Werke, Bd. 4, Seite 367, (12.)). 

§2. 

Ueber die Form C = d^^-hdrj^-{'dC^. 

Ist das Krtimmungsmass k = rr' von Null verschieden, also die 
betrachtete Fläche keine abwickelbare, so kann man eine Function der 
Grössen p und q auch durch die Grössen |, t], ^ ausdrücken. Dann be- 
steht zwischen dem Differentialparameter 



(10 



J,^ = ll-f^4f 



und den beiden analogen die Beziehung 

(2.) ^SJi(p = 0, 

und man erkennt aus den Gleichungen (1.) § 1, dass die Determinante 



(3.) 



J^Z 



= -e(e-(>Xe-eO = -i(ft(>^-Ae+i) 



für die beiden Hauptkrümmungsradien p' = -^ und p" = -jr verschwindet 
Da ferner 



(4.) 



^^<.p=l, 2^J,q = Q, 



dp 

öl 



dp 

öl 



ö, ^J/' = 0, 2^^J^q = l 
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ist, SO sind die beiden Determinanten 



(5.) 



1 


V 


•> 

(> 


öl 


dn 


ec 


dp 


dp 


dp 


ei 


dv 


d; 


8g 


dq 


dq 



= Vc, 



!S n S i 

I 

^^9 ^,? <-9| 



reciprok, und daraas ergiebt sich 

/ß N 1 9c ^ ^ ^ di\ 1 de X- ^ / öi \ 

und allgemein 

In derselben Weise wie in § 1 findet man sechs Gleichungen von 
der Form 



-5 - = c„ ^5P + c,2 Jcq, -^- = c,, ^=p + Cn^iq, 



(8.) 



ö.? 



dq 
dv 



-X- - = Ca J,p + C,j J, qf, -^-- = C,i ^,,.p + C« ^/, qf, 



Öp 



ö? 



^ -^;- = CnJ;p+c^2J;q, -Q- = C.,iJ;p+CnJ;q 



und erkennt mittelst der Formeln (4.), dass Cij = c^ und 

(9.) -l^rfl' = Cndp^+2Ci,dpdq+c^idq^ = C 

und 

(10.) c = c„c.w— c?, 

ist. Setzt man nun 

(11.) cr(,, y,) = .„|^-|--c„(4;^|^ + |f f )+c,.||^|^ 



öp ö/? 



dq dq 



und 

(12.) 



c» 1 



dq> 



d 1 



öy 



dq> 






SO findet man wie oben 

(13.) r(<p, xp) = :sj^(<p)j.(f) 

und 

(14.) r(9>) = 2Jm- 

Diese Formeln sind übrigens sämmtlich specielle Fälle der Formeln des § 1, 
nämlich Anwendungen derselben auf den Fall, wo die Fläche ^ = eine 
Kugel vom Radius 1 ist. 

Journal für Mathematik Bd. CX. lieft 1. 2 
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§ 3. 

Ueber die Form B = dxd^-^-dydti-^-dzd^. 

Da die beiden letzten Zeilen jeder der Determinanten (12.) § 1 und 
(5.) § 2 zwei von einander unabhängige Lösungen der linearen Gleichung 
(16.) § 1 enthalten, so bestehen sechs Gleichungen von der Form 



(1-) 



dp 

dt] 
dp 



= bnJ^p+biiJ^q, 



dq 

dn 



= bnJ^p-\-bnd:cq, 



= bii^yP+bi2^,q, -h-- = b2iJ,jP+bitJ^q, 



dq 



= b2lJ,p + 022^^9' 



Multiplicirt man dieselben mit -g^, -~^, -^, oder mit -^— , —-- 
addirt sie, so findet man nach (11.) § 1 



dq ' -ei ^^^ 



byi = 621 = 



dp dq 



dp dq 



't 



d'x 



dpdq 



und 



(2.) -Trfg .dx=^b,, dp"" + 26i2 dp dq + b^n dq^ = B. 

In derselben Weise erhält man die Gleichungen 



dx dx 

= bn^iP+biiJ^q, -^- = biiJtp+bn-^.q, 



(3.) 



dp 

dy^ 
dp 

dz 



dq 

= bn^nP+bi2^,ig, -^ = b2tJ^p+b.22J,,q, 

ds 



-Q^ = bii J-^p + bn <-?, -Q^ = biiJ cp + 622 <-9 



and ttberzeagt sich mittelst (4.) § 2, dass in ihnen die nämlichen Coef- 
ficienten 6,^ auftreten, wie in (1,). Setzt man 



(4.) 






so ist nach (12.) § 1 [y, z] = i and mithin nach (1.) § 1 

(5.) [ry-ri, ra-^] = §(r-r'Xr-r") = l(r^-Ar+&), 

wo r eine Constante ist, and speciell 

(6.) [y. ^] = I, [», g + [Tl. «] = AI, [1?, ri = kl 

Sind r und « zwei Constanten, so ergiebt sich durch Berechnung 
der Summe -2'[ry— 17, '•^— S][*y— ^> ««— S] nach abgeänderter Bezeichnung 
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(7.) 



die Gleichung 

= ö(aHA«/?+ft/3^+(A^-2ft)ay+A*i9y+*>^), 

wo a, ßy Y drei Unbestimmte sind. Speciell ist, wenn man biib^-bli^b 
setzt, 

(8.) 6 = ö&, c^ak\ fc=k]-ä, 

wo }^a und ]^c durch die Gleichungen (12.) § 1 und (5.) § 2 definirt sind. 
Durch Auflösung der Gleichungen (3.) findet man 

- . , ox > dx j . , öo: , , dx 

b J.p = bn -p- - Oi2 -AT' bJ^q^-bn .- + 6„ 



Öp 



Ö7 



ap 



ög 



und allgemeiner 






Ög 



,/* 



yt V —dp 

Setzt man also 

(9.) 6B(,, VO = »=>tt-*..(-|t + -tt)+»..tt 
und 

(10.) .'6B W = ^1 j.- (6„ 1^ -6,. -Ip + -4- -L (-fc, f + *„ ||-> 
SO erhält man 

(11.) Qi<p, V) = ^^.(9)^=(V') = ^A<i<r^^M 

und nach (19.) § 1 und (7.) § 2 



(12.) 
Daher ist 



B(<p)^-^-^ZJXfkJi<P)^fl'^^i{Y^-^rV>y 



(13.) 



B(y)+^4B(A, cp) = :SJ^J^cp 



}'ak V c);> ,'a ^ dp " ög / cg |'a ^ dp dq y) 



und 



(14.) 



B('/-)-.,rB(*, if.) = 2J,J-Ap 



_ W a 1 / 



•' dp "'■' Ög ^+ -' 
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§4. 

Ueber den Zusammenhang zwischen den Formen A^ B und C 

Um die entwickelten Formeln anwenden zu können, muss man die 
Relationen kennen, welche zwischen den Differentialparametem (5.) § 1 und 
(1.) § 2 stattfinden. Bezeichnet man die (symmetrischen) Matricen 

fou «i^l pii 612"! pii Cy{\ 
La.21 a22J L621 bnA V-C-n C22J 

mit A, B und C, so ergiebt sich aus den Gleichungen (21.) § 1 und (1.) 
§ 3 (vgl. Weingarten, dieses Journal Bd. 59, S. 382) 

ö| öl? öf ~| |~" dx dii dz 

'dp dp c)p I g^_i| öp öp dp 

d^ dfj d^ l I öa; du dz 



(1-) 



dp 



ö^ dq dq ^ L ög 9^ c)(/ 

Aus den Gleichungen (8.) § 2 und (3.) § 3 erkennt man, dass in dieser 
Formel an Stelle von BA'' auch CB'^ treten kann. Mithin ist Cß"' = ß^-' 
oder 

(2.) C = ß J-^S, ^ = BC-'B. 

Da die charakteristische Function von BA~^ nach (7.) § 3 gleich 
r^— Ar+& ist, so genügt diese Matrix der Gleichung (ß^""^)^—Aß^"^+Ä = 0, 
und folglich ist nach (2.) 

(3.) C-hB+kA = 0. 

Schreibt man diese Beziehung in der Form h-^+k — = 0, so erhält 

man zwischen den Differentialparametem (25.) § 1, (11.) § 2 und (9.) § 3 
die identische Gleichung 

(4.) A((/), V/)-AB((p, vO+kr((p, vO = 0. 

Aus den Definitionen (5.) § 1 und (1.) § 2 ergiebt sich 



(5.) 




•m 








-I 
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Aus den Gleichungen (26.) § 1, (13.) § 2 und (11.) § 3 folgt daher*) 
(6.) J^cp == A(x, (f) = B(|, (/?), J,(p = r(§, </)) = B(a:, </)), 

und demnach erhält man aus (4.) die Relationen 

(7.) A(§, (f) = hJ^cp—k/itcpj kr(x, (p) = hJttp—J^ip, 

mittelst deren man die Operationen (5.) § 1 und (1.) § 2 auf einander zu- 
rückführen kann. Nach der ersten und der Gleichung (26.) § 1 ist 

(8.) kJ^if = hJ^(p-JJ.J^(p-'J,j^.Jy(p—JJ.J,ip. 

Diese Gleichung und die beiden analogen sind die Auflösungen der Glei- 
chung J^q> = B(|, q)) oder nach (11.) § 3 

(9.) J^(p = Jj.J^(p+J,J.J^(p + Jj.J;^(p 

und der analogen. Dass die Auflösung dieser drei Gleichungen möglich 
ist, trotzdem ihre Determinante verschwindet, liegt daran, dass ausserdem 
noch die Gleichung (2.) § 2 besteht. 

Ebenso wie nach (5.) J^y = J,jX und J^t] =^ J^S ist, ist auch nach 
(6.) J^Ti = B(§yri)^ Jy§ und ^^y = B(x,y) ^ J^x. Setzt man ferner in 
(8.) (p=^ X oder y, so erhält man 

JJ+kJ.x = Ä(l-r), ^MkJ^y = -Mti, 
oder zusammengefasst 

(10.) I J^n J^n J,ri +J J.y J^y J^y La -^^ 1-^^ -, 

^,^ ^,t jxj L^|3 ^,2 ^cJ L -ts -u 1-? 

Endlich besteht zwischen diesen drei symmetrischen Matricen die Beziehung 

(11.) I J^ri J,j7i J,ri II Jcy J^y J,y | = | -^^ 1-?/' -^i 

Die Relationen (8.) und (9.) lassen sich auf eine besonders einfache Form 
bringen, indem man die Richtungscosinus der Tangenten der Krümmungs- 
linien 1'^ ri\ Xl und §\ ri\ ^" benutzt, welche wir uns so gewählt denken, 
dass die Determinante 





*) Die Formel z/^^qp = A(^> y) ist ein specieller Fall der Formel J^tptp = ]^J^(p- -«— 
des Herrn Beltrami. (Math. Ann. Bd. 1, S. 576.) 
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und 



(23.) 



)-\ — 






|H(„,v) = H(,,x)|j^ + Hfe,)(^|^ 



dift d(f dtp 
dy dx 



In dem Ausdruck Jy(J,<p)—J,(Jy(p) heben sich bekanntlich die Ab- 
leitungen zweiter Ordnung auf. Haben nun / und l dieselbe Bedeutung 
wie oben, so ist dieser Differentialausdruck erster Ordnung für 9 = / gleich 
— ^j,(gi)+^.(j7i), oder weil J^^^J^x] ist, gleich 

und mithin ist 

(24.) JXJ,<p)-JXA<P) = '?A(r, <p)-t/^(r], (f) 

und ebenso 

(25.) J^(J;(p)-JXJ^(p) = T}J;(p-tJ^(p. 

Diese Formeln lassen sich noch auf eine andere Gestalt bringen. Aus den 
Gleichungen (12.) und (13.) § 1 und (4) § 3 folgt 

^ V ^ 



(26.) [<p, rp] = 



J^(P Jy(p J,(f) 

J^y, ^yV ^«V 






Die letzte Formel und die beiden analogen ergeben sich aus den Glei- 
chungen 2§J^(p = und ^^J^rff = 0. Mithin ist für v = ''' 

(27.) [(p, x] --= riJ,(p-^J^<p 

und folglich 

(28.) -J^<p = Tj[(p, a]-^[<p, y]. 

In der nämlichen Weise findet man die Gleichungen 

^ V l 



(29.) -j^y, V] = '^^(p ^^(p ^;<P 

J^xp J,y J;rp 



= -r(''.?V'--'fV'-^c</'.^,V) 



I 



und 

(30.) 

und folglich 
(31.) 



Tif' ^] = n^:^>-X,-^,,(p 



-kJ^(p = r,[(p, t]-i[(p, T}]. 
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Aus den Gleichungen (7.), (24.) und (25.) ergeben sich daher die Relationen 

(32.) J,(J,(p)^JX^y(p) = h[cp, x]^[cp, I], J,^(J^<p)-^J^(J^cp)^^-[<p, I], 

die man auch aus den Gleichungen (20.) § 1 und (7.) § 2 direct herleiten 
kann. Ich erwähne beiläufig, dass 

(33.) • A(y, ip) = ^[(p, x][yj, xl A (</)) = :s:[[y, x], x] 

ist, und dass sich B(^) und r(^) in ähnlicher Weise darstellen lassen. 
Die in diesen Formeln benutzten Operationen stehen zu den in der Glei- 
chung (28.) § 1 auftretenden in der Beziehung 

(34.) :SJ,[(p, x] = 0, ^[J^cp, x] = 0. 

§5. 

Ueber die schiefe Covariaute L. 

Das System der simultanen Covarianten der Formen A und B wird 
zu einem vollständigen durch Hinzufügung der bilinearen Form 

(1.) V« 

l = l^^dpdp + l^idpdq + l^^dqdp+l^idqSq^ 
wo 

(2.) IwLn — inki ~ ÖÄ, l\2'-hi = )ah 

ist. Die zugehörigen Differentialparameter seien 



(3.) ak^i<p, rp) = kÄl^-k.-^^i^-ln-&-l^^hÄ 



d\p 



dp dp dp dq " dq dp " dq dq 

und etwas abweichend von den früheren Festsetzungen 



(4.) 



dp fa \'" dp '" dq^ ' dq j/ö ^ " dp ^'" dq 

Zwischen ihnen bestehen die Beziehungen 

(5.) A(y, V/)~A(v/, <p) = |[v, v^], A((^)-M((/>) = | A((/), A)-"T^(t' *')' 
Nun ist 

aiidp + Oiidg = -2"-^— rfr, aiidp+Undq = 2-^dx, 

bn^p-^ br,dq = 2^ ^i, b,,Sp + b,Jq = 2^ di 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 3 
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und mithin nach (6.) § 3 



faL^2 



dy dz 



dp dp 

dy dz 



dq dq 



dy di 




dy di 




==^02^ 




ÖT] dt 




dr, dt. 

1 



also 



(6.) 



= -t(dydt-didTJ). 



^ n l 

L =^ dx dy dss 

d§ &n ^t 

Die letzte Formel und die beiden analogen ergeben sich daraas, dass 
2idx = 2idi = ist. Ferner ist 



faak/\((p, xfl) = {an 






-)(-*- 



'''+bu^) 



dp 

dtp 



dq 
dtf} 



also nach (26.) § 1 und (11.) § 3 
und mithin nach (12.) § 1 

^ n t 

j^<p J,j(p j,(p 

J.xfj J^xp J^xp 



(7.) ^(<p, v) = 



= -| (^y</'-^cV'- ^.<P'^n^)' 



Daher ist 



(8.) 



[^{<f, €) = {(p, x] = t]j,(p-t^„(p, 

1 



A(x, (p) = -^[^, v] = -(.V^i<P~t^^<P)i 
also nach (32.) § 4 und (5.) 

(9.) kA(<p, x) = JX^,(p)-JX^vq>), -A(ar, 9)) = ^,(^{y)-^f(^,<;p). 
Nach (4.) ist 

fakAi<p) = -^(fakA(<p, p)) + -^(fakJ(<p, g)), 

und daraus ergiebt sich mittelst der Formeln (19.) § 1 und (7.) § 2 

A(<p) = :SJ~,A((p, ^), kA{ip) = 2JXk/\{<f, x)) 
und mithin nach (9.) 

(10.) kA{(p) = 2±J,J^J,<p, 
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WO das Zeichen 2± ein nach Art der Determinanten gebildetes Aggregat 
von sechs Gliedern bezeichnet Ebenso ist 

weil ■^,S = ^cV ist, also 

(11.) - A(y) = :E±iJ^J,(p = 2±J^J^J,<p. 

Nun ist 

Eliminirt man das erste Glied der letzteren Summe mit Hülfe der Formel 
^^^ji// = 0, so erhält man t]Z—^Y=0, falls man zur Abkürzung 

setzt. Mithin ist 

X Y Z £iX 



und weil nach (11.) JS§X = — A(y) ist, so ergiebt sich 

(12.) J^J,(p-JiJ,(p = A(y, l)-IA(y)). 

Es ist aber nach (34.) § 4 ^J^/\((p, |) = und ^J^(Sy/) = hrp und mithin 
folgt aus (12.) 

(13.) -AA(y) = 2±J,J^J,<p. 

In der nämlichen Weise findet man die Formeln 

(14.) J,J^<p-J,J^<p = A(9>, l)+|M(<p), 

(15.) M(<p) = ^±§J,J;(p 

und 

(16.) M(y) = -:s+j,j^j^<f> =-^:e±j,j^j^<p, 

während 2±J^J^Ji^(p identisch verschwindet. 

Multiplicirt man die Determinante (7.) mit der Determinante (12.) § 4, 
so erhält man nach (15.) § 4 

(17.) &A(y, v) = r'J'(p.J"yj-r"J"(p.J'y;, 

also 

lKA(<r, V)+A(V', y)) = (r'-r"XJ'(p.J"if,+jy.J'if;) 
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und mithin 

jArA(ar, ar) = A(|, |) = [|, x] = (r'-r")!'!", 

l = (r'-r")(r»?"+r'i7'). 

Nach (8.) und (11.) ist 

M(^) = ^[l, JM-^[^, ||] = [^, -]S-+([^, ymn, -])-^+- 

und demnach 

(20.) ^^-..A(<,) = l'r|^ + (l',"+|",')^+... 
und ebenso 

(21.) -,-L, M(y) = rr|^?-+(iv+rv)^+-. 

Da nach (11.) -A((p) = 2:±§~(J^(p) ist, so besagt die DiflFerentialglei- 
chung A(<y) = 0, dass der Ausdruck 2J^(p.d^ oder 
(22.) -^If-^^' = -^A(|, (p)dx 

unter der Bedingung -2'^rfx = ein vollständiges DiflFerential ist. Ebenso 
besagt nach (15.) die t)iflFerentialgleichung M(y)=0, dass der Ausdruck 

(23.) 2^dx ^ 2r{x, (p)dS 

auf der Fläche ^ = ein vollständiges Differential ist. Man kann diese 
Sätze auch so aussprechen: Sind cp und tp zwei Functionen von p und q, 
zwischen denen die Beziehungen 

(24.) J,(p = Jr^yj, Jy(p = J^xp, J,ip = J;\p 

bestehen, so ist 

(25.) A(y) = 0, M(ip) = 0, A(y, v^) = 0, 

und umgekehrt, wenn A(y) = Q ist, so giebt es eine Function \p^ welche 
den Bedingungen (24.) genügt, und wenn M(v') = ist, eine ihnen ge- 
nügende Function (p. Nach (5.) und (20.) § 4 verschwindet daher A(y) 
für y = X, y, Ä und / und M(xp) für V^ = I, ^, C und t (vgl. Lamiy Le^ons 
sur les coordonn^es curvilignes, p. 89). Nach (15.) § 4 können die drei 
Gleichungen (24.), von denen die eine aus den beiden anderen folgt, durch 
die zwei Gleichungen 

(26.) r V V = J'xp, r"J"ip = ^' V 

ersetzt werden. 
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§6. 

üeber orthogonale Flächensysteme. 

Von den im letzten Paragraphen entwickelten Formeln mache ich eine 
Anwendung auf die viel behandelte Aufgabe, die Bedingung zu finden, unter 
der eine Flächenschaar *(a?, y, ä) = A einem orthogonalen Flächensystem 
angehört. (Vgl. Weingarten^ dieses Journal Bd. 83, im Folgenden mit W. 
citirt.) Ich behalte die bisherigen Bezeichnungen bei, setze aber voraus, 
dass die Grössen |, §y r', ... entweder als Functionen von x, y, z oder 
von p, q, l dargestellt sind (aber nicht von x^ y, z und A). Die zwischen 
ihnen entwickelten Relationen sind dann Identitäten. Für die partielle Ab- 
leitung -J^ brauche ich auch die Zeichen D^(p und tp^, und zur Abkürzung 

setze ich 

(1.) ^(p = ^^D,(p. 

Schreibt man nun die Gleichung (14.) § 4 in der Form 

§'JJ+r]'J^ri-\-l;'j;Q = r'i\ 
so folgt daraus 

und mithin nach (6.) § 1 

Mnltiplicirt man mit §" und summirt, so erhält man 

(2.) 2±^'J,t' = 0. 

Setzt man hier 

(3.) ^xV = D^(pSJ(p, 

so findet man :s±^'D^l;' == -2§"J^'. Daher ist (vgl. Cayley, Comptes 
BenduB tom. 75, p. 181) 

(4.) J = -2*11' ßy^ = ^±S"D,t" = -S-r ^r' = --Tl'Vr. 
Setzt man nun 

(5.) m-'^ = <pi+^l+^^^ 

so ist 
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also D^m^^Jm—mJ^ und mithin {W. Seite 5, unten) 

(6.) J^m = —mJS- 

Daher ist J'm = :SS'J,m = -m^^'Jl Durch Auflösung der drei Glei- 
chungen 

erhält man 

(7.) . Jr = l-JXm)i-J§". 

Da ^(f = ^iD^(p und J'(p — 2§'D^(p ist, so ist nach (14.) § 4 

J'J<p-JJ'(p = 2(J'S-J§')D,<p = r'J'tp — ^-J'm.Ju)+JJ"(p 

tn 

(vgl. (6.) § 8) oder 

(8.) ^J'(mJ(p)-JJ'<f = r'J'(p+JJ"<p. 

Setzt man in dieser Gleichung*) (p = ^, so findet man 

Multiplicirt man mit ^" und summirt, so ergiebt sich nach (4.) 

weil 

ist. Der erhaltene Ausdruck ist nach (20.) § 5 gleich 

und folglich findet man die Relation 

(9.) w(r'~r")V = *A(m). 

Mit Hülfe der im vorigen Paragraphen abgeleiteten Formeln lässt sich 

*) Nimmt man an, dass (P = A einem orthogonalen Flächensystem angehört, so ist 
•/ = und Sdx^ = m^dV-\-m\dl\-\'m\d\\^ also md^ = -7^, m^J'q> = -^?-, und folg- 
lich reducirt sich die obige Formel auf die Gleichung mmy = — ^V"? auf welcher der 

erste (unvollständige) Beweis des Herrn Weitigarten beruht. Zugleich ergiebt sich aus 
der obigen Deduction die enge Beziehung, in welcher seine beiden Beweise zu einander 
stehen. 
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A(m) in den verschiedensten Formen darstellen. Bezeichnet man die Ele- 
mente des Quadrates der Matrix 

Sx ^1/ ^z 

(10-) I Vt % V, 

mit N^X9 so ist z. B. 

(11.) Nn = D,riDJ+D^rjD,ri+D,f]DX=D,Jri^JD,ri. 
Nach (3.) ist aber 

also nach (6.) 

Daher ist 
Setzt man also 

so ist nach (24.) § 4 

(13.) mX = JyJ.m—J^Jytn = ^A(S^, f»)— ^A(i7, m) 

also 

(14.) 2:§X = 0. 

Nach (10.) § 5 ist mithin 

(15.) ÄA(w) = 2J,{mX). 

Dieser Ausdruck ist gleich m2J,X^-2XJ,m = m2D,X-m2{^JX-\-XJ^), 
und mithin ergiebt sich die Gleichung 

(16.) ArA(m) = m-S-|^, 

welche wohl die einfachste Darstellung der betrachteten Grösse enthält. 
Ans (11.) folgt 

2:D^X = 2:±D^D.Ji]-2±D,JD,Tj. 

Das erste Aggregat verschwindet, weil D^D,(p = D.D^ip ist, und mithin ist 

(17.) &A(m) = m2±D,JDy'C, 

oder kA(tn) = m2±(D^J—JD^)Dy^. Setzt man also 
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80 ist (W. Seite 9, unten) 

Aus der Gleichung J^^ = J,7] folgt 

(20.) ^=.D,ri^D,X==^^r,--riJ^ = -^(riJ,m^l;j^m) = ^[m, x] 

und daher nach (11.) § 5 

(21.) A(m) = 2J^^(mE). 

Setzt man zur Abkürzung 

(22.) J'm=^r,m, J'm = r2m, K" = r'l+rl, 

so ist R die Krümmung der durch den Punkt x, y, z gehenden orthogonalen 
Trajectorie der betrachteten Flächenschaar in diesem Punkte, und flir diese 
Curve sind daselbst die Richtungscosinus der 

Tangente: §, ly, S, 

Hauptnormale: -~-^ -^, -~-^ 

"-HZ 
Binormale: — n ^ 



(23.) % J§, J'§\ = R'T 

die Torsion T jener Trajectorie im Punkte x, y, a definirt wird, so ist 

(24.) J = z^arctg(-^)-r. 

Nach der Definition (12.) ist X= E(i7y+^0"~Hi?^— Z^^, also weil -2*f^ = h ist, 

(25-) I =EZ),|+HZ),|+ZAI = H^,^+Hz^,|+Z^.| 

WO [^y] die dem Elemente ^y in der Matrix (10.) entsprechende Unterdeter- 
minante ist. Aus den identischen Gleichungen 

r'W, x^-W, l] = (r'-r")l"^V, r"{<p, x]-[<p, I] = (r'-r")r^'V 



Frobenius, die in der Theorie der Flächen auftretenden Differentialparameter, 25 

ergeben sich daher die bemerkenswerthen Relationen*) 

(26.) X-r'E = r2(r'-Or, X^r'"= = r,(r'-r'')g\ 

Mit Hülfe der Formeln, die ich in § 8 entwickeln werde, lässt sich 
der Ausdruck A(m) noch weiter umformen. Bezeichnet man die geodätischen 
Krümmungen der Krümmungslinien mit 

/' = r;, r = rr, 

so ist nach (5.) § 8 

_A_ A(m) = J'J"m-r,J'fn = J"J'm-r['J"m 

und mithin (vgl. Lame, a. a. 0. p. 80) nach (22.) 

(27.) -i^^p^Tj A(m) = J^r,^r,(r',-r,) = j-r,-^r,(r'; ^r,). 

Damit die Flächenschaar ^ = A einem orthogonalen Flächensystem 
angehöre, ist nach den Relationen (4.) und (9.) die Bedingung A(m) = 0, 
welche wir oben in den verschiedensten Formen dargestellt haben, noth- 
wendig und hinreichend (W. S. 11, IV). Diese aber ist nach (22.) § 5 
damit identisch, dass der Ausdruck (W. S. 4) 

(28.) 2^ dS = -rA(^, m)dx = dW{x, y, a) 

ein vollständiges Differential auf der Fläche ^ = A ist. Demnach ist 
j^W=/K(^, m), also nach (13.) mX=^ tiJ,W-1;j,^W oder 

r29^ X = 1^_^^__^_^ 

^ *^ dy dz dz dy 

in Uebereinstimmung mit der Gleichung (16.). 

§ 7. 

Ueber das Krümmungsmass und die geodätische Krümmung. 

Der Differentialparameter zweiter Ordnung A(y) steht zu dem 
Krümmungsmasse k in einer eigenthümlichen Beziehung, die von Herrn 



*) Herr Cayley sagt 1. c. pag. 183: A moins de se servir de quantites arbitraires 
il n'y a pas d'expression symetrique pour les valeurs de |' : i?' : C' et |" : ij" : f". Diese 
Bemerkung ist zwar zutreffend, wenn es sich um die Auflösung eines beliebigen Systems 
dreier Gleichungen von der Form ^xl'+ly^' + l«£' = r'^\ . . . handelt. In symmetrischer 
Weise lassen sich dann nur die Producte |", ^'rj\ ... darstellen, von denen deshalb 
auch Herr Weingarten ( W, Seite 6) Gebrauch macht. Die Coefficienten des vorliegenden 
Gleichungssystems bieten aber die besondere Eigenthümlichkeit dar, dass die durch die 
drei Gleichungen ^x^ + VxV+CxC = 0, ... definirten Grössen $, jy, C auch die Gleichung 
l(^«— ^)+^(£r — ?«)4-?(fy — ^x) = befriedigen, und durch diesen Umstand wird die 
obige vollkommen symmetrische Darstellung der Werthe von ^' :v' 'S ermöglicht. 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1. 4 
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Beltrami entdeckt ist, und die ich hier in einer etwas verallgemeinerten 
Form darlegen will. Um zunächst die Ga«^*sche Darstellung der Grösse 
k in einer möglichst übersichtlichen und brauchbaren Gestalt zu erhalten, 
benutze ich die Methode Joachimsthah mit einer geringen Modification. 
Seien fi, ?yi, ^i und I27 ^2? ^2 irgend sechs Functionen von p und q, welche 
den drei Gleichungen 

genügen. Setzt man dann 

(2.) -2-1? = «, -2'?il2 = /?, -2^2 = /, 

so ist 

(3.) -2'ls^ = 0, 2^§,^0, ay-/?^=l. 

Umgekehrt folgen aus den Gleichungen (3.) die Gleichungen (1.), aber 
nur bis auf ein gemeinsames Vorzeichen genau, und man kann ans 
irgend zwei von einander unabhängigen Lösungen der Gleichung JS^X = 
durch Hinzufügung passender Factoren sechs Functionen herstellen, welche 
die Gleichungen (1.) befriedigen. Nun ist nach (6.) § 3 

also nach dem Multiplicationstheorem für Determinanten 

>'-* = (^^. f )(«. I-)- (^f.-i)(^>'. f ) 

und folglich nach (1.) 



dq 



4^oÄ = 



^ öp 


9 ö»7i 
^ dp 


oö^ 

^0/ 


2f 

dq 


9 ö% 


2f- 

dq 


^, 


Vi 


C, 


li 


»^i 


li 


1. 


V2 


^3 


1. 


»72 


£. 


2 f- 

dp 


dp 


2 öS, 


dq 


9 3*1, 
^ dq 


oöS. 


1, 


Vi 


^. 


li 


Vi 


^, 


I2 


n-i 


l. 


1. 


Vi 


s. 



Setzt man 



80 ist 



^l,rf^2-^2rf^i = Qdp-Pdq, 
2^|,rf|2 = d/S+Qdp-Pdq, 2^^,rf|, = dß-Qdp+ Pdq. 
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Führt man nun in der für k abgeleiteten Formel die Multiplication der 
Determinanten aus und sondert in jeder der beiden so erhaltenen Deter- 
minanten das erste Element ab, so findet man 



\ rin rin Hn Hn / 



4 



'^V 


dp 


dq 







da 
dp 


dß 

dq 


-p 


cc 


dr 




ß 



dq dp 

dß 



dp 

ß 



-Q 





da 
~dq 

dß_ 
dq 



dl 
dp 

a 

+p ß 



+Q 



dr 
dp 

ß 



In der Differenz der beiden Determinanten heben sich die mit PQ multipli- 
cirten Glieder. Ferner hat P den Factor 



dy . da ^ /, dß 



dp -"^ 



dp ' ^ dp 'dp 

und ebenso Q. Die Summe der übrigen Glieder kann man mit Hülfe der 
Identität 



ß' r' 

a" a ft 

ß" ß r 



«' ß' 

ß" « ß 
r" ß r 



a 



a 



a 



n 



ß 
ß' 
ß" 



ff 



umformen und erhält so die Relation 



(4.) 



k = 2[§„ §,]- 



1 



"iz — I 



4\'a I 



a 

da 
dp 

da 



ß 

dp 
dß 



y 

dy_ 
dp 

dy 



dq dq dq \ 

In den §§ 1 und 2 haben wir viele verschiedene Lösungen der Gleichung 
2iX==0 betrachtet. Z. B. kann man den Bedingungen (1.) genügen, 
indem man 



j- dx .. ya . 



dp 



a 



11 



setzt oder 



li 



l^o V ^ 'c Sx 



a 



22 



und erhält so besonders einfache Darstellungen von k (Vgl. Brioschi, 
Annali di Mat. Ser. II, Tom. I, pag. 5, (8.)). 

4* 
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Setzt man 



fi = -T 



1 dx 



ya ^ 



^. = -f 



1 a 



i'a 



- dq ' 



80 ist 



-2V-«[I„ IJ = ^(|.t-f,t)-l(l.t-l,#) 



ö/? ^'^ dq '^ dq 

d }_(dx d^x 



dq V' dp ^' dp 
dx d^x\ . d 1 / dx d^x 






dx d^x 



0- 



dp 1^1 dq dpdq dp dq^ ^ dq ya ^ dp dpdq dq dp 

Bezeichnet man das Krümmungsmass k der quadratischen Form A 
mit K(A), so erhält man demnach (vgl. Weingarten^ Festschrift, Seite 9) 



^ . v'a V ö/» y/a ^ dp dq ^ dq j/« ^ 



(5.) 



öo„ öa 



öp dq 



m 



a 



11 






eo,, 
öp" 



«12 

da 



13 



«22 



33 



dp 

da 



13 






33 



dq dq dq 



Multiplicirt man jetzt die quadratische Form A mit einer beliebigen Function 
(p von p und q, so kann man aus dieser Darstellung leicht die Invariante 
K((pA) der Form 

(pA = aii(fdp^+2a^2<pdpdq+a22(pdq^ 

ableiten. Nennt man den ersten Theil des Ausdrucks (5.) G und die im 
zweiten auftretende Determinante*) H, so geht, falls man A durch (pA 

ersetzt, H in (p^H und y^aG in ]^aG+yaA(\og(p) über. Daher ergiebt sich 
die merkwürdige Relation 

(6.) K{A)^ipK(ipA) = iA(log(/)}. 



*) Mit der Formel von Gauss (Disqu. § 11, pag. 236) hängt der Ausdruck 

-2ft = G+^ff 

in folgender Art zusammen. Setzt man 

_ „ ö'« öx _ „ ö'« dx _ „ d^x dx 



dpdq dp ' ■••' 



80 lautet dieselbe 



- 2k = C + ? ff', 
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Durch analoge Processe pflegt man in der gewöhnlichen Invariantentheorie 

Contravarianten ans Invarianten abzuleiten. Setzt man z. B. y = -7^, so 

ya 

erhält man die Formel 



(7.) 



-»^(4Ä-(^) + A(loga)) = 



(Qi ^8 3 ga ^i» ga ^11 \ 



+ 




dq fa ^9 }^a ^R ia 

und demnach besagt die Gleichung (6.), dass )^a(4fi'(i4)4-Alog(a))ungeändert 
bleibt, wenn A durch (pA ersetzt wird. 

Die Formel (6.) ist für die Theorie der conformen Abbildung einer 
Fläche auf einer anderen von Wichtigkeit. Bildet man z. B. die gegebene 
Fläche auf einer Ebene (oder einer Fläche vom KrUmmungsmass Null) 
conform ab, und besteht zwischen dem Linienelemente ds der ursprünglichen 
Fläche und dem entsprechenden der Abbildung da die Beziehung da = fxds, 
so ist das KrUmmungsmass K(fi^A) = und mithin nach (6.) 

(8.) K(A) = A(log^). 

Dies ist die von Herrn Beltrami angegebene Beziehung. Aus derselben 
kann auch umgekehrt die allgemeine Relation (6.) erhalten werden. Denn 

da (-^) wds^ das Quadrat des Linienelementes einer Fläche verschwinden- 
^ 1^9> 

den Krttmmungsmasses ist, so ist nach (8.) 

K(<pA) = A (log^) = A(log^)-iA(logy) - Ä(^)-iA(log(^). 



wo 






aG' - 


B' = Ou(?i,?„- 


•9,,')-« 


Es ist nun 






0.. 


«U "jj 




Pn 


P.» P»» 




In 


9. j 9„ 



ö'o 



aa 



-2 



d\, ^ ö'a„ 



dp* dpdq dq* ' 

"«(»11 P.» + 9,jPi I — 29,, p„) + a„(.PnP%i 



-P.,')- 



= iH-B' = ^a'(G'-G) + iH. 
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In ähnlicher Weise erhält man durch Abbildung der gegebenen 
Fläche auf einer anderen von constantem Krümmungsmasse x, deren 
Linienelement do = Ids ist, die Relation 

(9.) K(A) = x;i^+A(log;i). 

Genügt endlich, um noch einen dritten speciellen Fall zu erwähnen, bei 

einer conformen Abbildung das Vergrösserungsverhältniss l = -r- der par- 
tiellen Differentialgleichung A(logÄ) = 0, was bei der conformen Abbildung 
einer ebenen Fläche auf einer anderen stets der Fall ist, so ist K(A) = l'^K(l'^A)j 
und mithin haben entsprechende Theile beider Flächen dieselbe totale 
Krümmung. 

Aus der Gleichung (8.) kann man, wie Herr Beltrami gezeigt hat, 
einen besonders einfachen Ausdruck flir k herleiten. Ist nämlich 

A = andp'+2a,,dpdq + a22dq^ = (Qdp-PdqXQ'dp-P'dq), 

und ist M ein integrirender Factor des Ausdrucks Qdp—Pdq und M* ein 
solcher für Q'dp — Fdq, so ist MM'A = dudv, und mithin kann man in (8.) 
ILL^ = MM* wählen. Setzt man nun 

(10.) yaH-->^- + -^, Vafl=-^+-g-, 

so ist, weil M(Qdp—Pdq) ein vollständiges Differential ist, 

Nun ist aber nach (27.) § 1 

W-PWAW = 1,-1 "• ,,,_^p -^^-ilfj 

"^ 09 \ FQ'-P'Q '^'•i dp 

und mithin ergiebt sich die Gleichung 

in welcher man auch P, Q mit P', Q' vertauschen kann. Daher ist 
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und folglich nach (8.) 

(12.) -2»^«* = ^(i^'^1 + m«_±^«l 

oder 

(,S.) -2* = 2BR'+^(pfL^.C-f^) + ^(P'f + P'f ). 

Die einzelnen Theile dieses Ausdrucks sind, falls man ^a = PQ'—FQ setzt, 
simultane absolute Invarianten der beiden linearen Differentialausdrücke 
Qdp—Pdq und Q'dp—P'dq, und erscheinen in einer Verbindung, welche un- 
geändert bleibt, wenn man den einen der beiden Ausdrücke mit l multiplicirt, 
den andern durch l dividirt. 

Die Gleichung (6.) ist ein specieller Fall der folgenden allgemeinen 
Formel. Seien «, ß, y drei Functionen von p und q und sei zur Ab- 
kürzung gesetzt 

(14.) CO = a2+Aa/?+Ä/3'+(Ä'-2Ä)ay+A&/?/+ÄV^ w' = 2a+A/?+2Ay 

und 

(15.) (Ä'-4&)0(v) = &B(Ä, v)~A(&, <p). 

Dann ist 

+ A(«)+ AB(/^)+ÄT(y)- ^A(«, c«)-|^b(/?, -;-)- 1^ r(y, -p, 

also z. B. 

(17.) -2if(B) = »+-^e(JL). 

Ersetzt man a, /?, y durch a-^lk, ß—lh^y+k, so bleibt die Form aA+ßB-^yC 
und ihre Determinante aco ungeändert, und es ergiebt sich die merkwürdige 
Relation 

(18.) A(Ä)-ÄB(Ä)+0(A'-4Ä)-^B(A, &)+Ä(A^-4&) = 0. 

Die hier auftretende Form 0(y) lässt sich auf viele verschiedene Arten 
darstellen. Sind A und B zwei beliebige quadratische Differentialausdrücke, 
a und 6 ihre Determinanten und ^ = «11622+022611—2012612 ihre simultane 
Invariante, so wird, wie Herr Weingarten (Festschrift, Seite 19) gezeigt 
hat, durch die Gleichung 



(16.) 
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(19.) 



2a'B,W = 2a[(^-4^)^+( 



ö&„ Ö6. 



'ti ^ ^y 1 



^LV a« ao / a» "^v a» "^ ä;r~y'"ä^J 



öp ' ^ 3p ' ög 



dqS 





ö(a.„ y) 

ö(p, q) 


ö(a„. y) 


ö(o„, tp) 

ö(p, g) 




0|l 


0,2 


«22 


. 


6n 


6l2 


6« 



eine lineare simultane zugehörige Form von Ä und B definirt. 
Für die hier betrachteten DifferentialausdrUcke ist nun 
( Ba((p) = 0, Br(y) = 0, 

(20.) ((A2^4^)0(^) ^ TaC^) = 2ÄrB(y) = 2FAB(y) = &^Ar(<^). 

Ersetzt man in der zugehörigen Form (19.) ftu, bw, 622 durch 

(^)'' ^1^' ("l^)'' ^^ ^^^^ Ba(V^):A(v/, V^)* gleich der geodätischen 

Krümmung / der Curve ip{p, ?) = auf der Fläche * = 0. Ich definire 
/ durch die Gleichung 

(21.) Ids" = % dx, (fx\ 

m 

oder 



/ = 



f. 



dx 
~di 



dx 
~ds 



ds 



dx 



also wenn man —7— ■= X setzt, 



ds 



/ = ||, X\ XJ^X'+YJ,,X+ZJ,X\. 

Ich nehme an, dass ein System von Curven rp{p, 9) = ^ gegeben ist, und 
bezeichne mit X^ Y, Z die Richtungscosinus der Tangente der Fläche, 
welche zu der durch den Punkt p^ q gehenden Curve des Systems normal 
ist, setze also X = F^— Z';?, .;.. Dann ist 

l = -^X{XJ^X^-YJJ'+ZJ,Z')~-^X{XJ^X+rj^Y+Z\i,Z)+^^^, 

also weil r'+^'+l'=l, XT+XY+'^ri^^, ... ist, 
/ = 2J^X--X(iXJ,X+YJ,Y^ZJ,Z) ^X^^,X+^^„J?C+e^,AO— .., 

und mithin, weil X'+r+Z'= 1 ist, 

(22.) / = 2J,X. 
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Indem man die Determinante 
(23.) J. Y 



J.Z 



J^Z J,Z-r 



= -r\r-t) 



zwei Mal mit |^, X, X\ multiplicirt, erkennt man, dass sie ausser für r = / 
nur noch für r = verschwindet. 

Um nun die oben aufgestellte Behauptung über den Zusammenhang 
von / mit der zugehörigen Form B/^(y) zu beweisen, zerlege ich die 
Determinante (21.) in die Summe der beiden Determinanten 



dx 



dx 



dx 



dx 



dx 



deren zweite gleich ia{dpd^q—dqd^p) ist. Die erste multiplicire ich mit 
der Determinante (12.) § 1. Setzt man zur Abkürzung 



/ dx , dx dx , dx \ ^ f 
\ ^D da da do / V 



da 



II 



da 



13 



dp dq 

SO erhält man 



dq dp 



dq dp 



)dp- 



^ dp dq 



)dq^R, 



2 



(*ndp+ai2dq daii.dp + dai2*dq+Rdq 
($2idp-{-($22dq dct2i*dp'\-d€t22*dq—Rdp 

Der Factor von —\R ist andp^+2ai2dpdq+(i22dq^ = ds^^ und mithin er- 
giebt sich 

2fads^l = 2a(rfK9-rf,rfV)-rf^^((^~%0*-('*-^)rf9) 



(24.) 



+ 



9o,, öa, 
dq dp 

All Qi2 Ö22 

daii dai2 dch 

dq^ —dqdp dp^ 



Ersetzt man dp durch -~^ und dq durch — -g^7 also ds^ durch a/K{\p^\]j)^ 

so geht / in eine zugehörige Form von A über, die ich mit L{A) bezeichne. 
Ist dann (p eine beliebige Function von p und 9, so zeigt die Gleichung 
(24), dass 



(25.) 






dn 



ist, wo n die Richtung X, Y, Z bezeichnet. Wählt man wieder ^ so, dass 
die ErOmmnngsinvariante von ^A verschwindet, so erhält man eine von 
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Herrn BeÜrami angegebene Formel (Delle variabili complesse sopra una 
snperficie qualunque, Annali di Mat. ser. II, tom. I (1867) pag. 361). 

Durch den eleganten Satz, dass die zugehörige Form Bf^{(f) identisch 
verschwindet, hat Herr Weingarten die beiden partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung, denen die Grössen b^x g^i^Ugen, ersetzt. Dieselben 
lassen sich auf die Form bringen 



(26.) 



da 



oder 



27i ^^" öP 
1 /. da 



da. 



da 



^*«~ör+*«"^ ^ - dp 



dq 



^'^^^"^"d^J - ~df 



-2b, 



■-) = 

da..\ _ dl. 



_ ö/„ Ö/„ 



dq ' 
diu 



(27.) 






" dp fa 



dp Yä dp ^a 



dq 



dq 

dp ' 



_ d 6„ „ d 6„ d 6,, _ a(/,a+/,i) c, dl„ 



Bekannt sind die analogen Formeln für die geodätische KrOmmnng 



(28.) 



dsd^-^Bp^.^(da^jp^+2^,pdg+^äg^) = -Yäldsäg, 
dsd^n^Bp^ -i(^ dp^+2^ dpdq+^ dq^) = i^ld,dp. 



§8. 

lieber die Bedingungen für die Isometrie der Krümmungslinien. 

Aus den in § 4 entwickelten Relationen (14.) 
. (1.) J'S^r'S\ J''§=^r'T 

folgt S^J'S" = --Sr'^'f = 0, und da auch 2:§"J'§" = ist, so ist 

(2.) ^r = rr, r^^r%\ 

wo /' ein Proportionalitätsfactor ist, und weil 5^+^'^+^''^= 1 ist, so ist 

(3.) ^T = -r'f-/T', ^"r' = -r"f-/"r. 

Multiplicirt man die Gleichung S'JJ"+Ti'JyS"+t'^J'' = n' mit r und 

summirt, so erhält man mittelst einer im vorigen Paragraphen benutzten 
Umformung (Formel (22.)): 

(4.) 1' = 2:JJ", t'^2Jj. 

Demnach ist t die geodätische Krümmung der ersten Ejlimmnngslinie, deren 
Tangente die Richtungscosinus ^\ y{^ ^' hat, und /" die der zweiten. 
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Nach (20.) § 5 ist 

und folglich 

(50 7^ A(<^) = J'jy^l'J'y^ = J^'J'y-rjy. 

Aas der Relation 

(6.) J'J"^ - ^"^ V = rz/'y - r './' V 

erhält man, indem man ^ = ^ setzt, 

(7.) z/V = (r'-Or, ^V = -(r'-r")/', 

und indem man jp = f ' setzt (vgl. Bertrand, Calcul diflP^rentiel I, pag. 762), 

(8.) j'r+j"F = -*~r-r. 

In ähnlicher Weise wie oben A(y) gefanden ist, kann man auch 
M(y) berechnen and erhält so die Formel 

(90 -p^ (M(<iP) - A(<ip)) = -^ ^V- p- ^>, 

aas der man die Werthe von A(f) und M(x) bestimmen kann. 

Von diesen Formeln mache ich eine Anwendung auf das Problem, 
die Bedingungen für die Isometrie der Krtlmmungslinien zu ermitteln. Sind 
p und q die Parameter der ErUmmungslinien, so ist a^ = und 



«21 



Damit nun durch eine passende Wahl der Variabein p und q 0,1 = 022 ge- 
macht werden könne, ist nothwendig und hinreichend, dass 



a'iog-Ji- 

"m _ ^_ Q 



dpdq 

ist. Diese Bedingung ist aber identisch mit der Gleichung 
(10.) J^-^J'^l" = 0. 

Sie kann auch dadurch ausgedrückt werden, dass eine Function l von p 
und q existirt, welche den beiden Bedingungen 

(11.) J'X^r, J''l=^l' 

genttgt. Dieselben lassen sich nach (18.) § 5 dahin zusammenfassen, dass 
für eine beliebige Function (p 

(12.) rj'(p^rj"(p = [cp, x\ 

ist. Indem wir aber die Bedingung in einer dieser Formen aussprechen, 
haben wir uns von der speciellen Wahl der Variabein p und q unabhängig 

5» 



36 Frohenius, die in der Theorie der Flächen auftretenden Di/ferentialparameter. 

gemacht. Da 

(13.) A(9?) = j"(p+i'jy+j"'y)+rj'y 

ist, so ergiebt sich aus (8.) 

(14.) A(;i) = -&. 

Nach (8.) § 7 ist daher e'^^ds'^ eine Form verschwindenden Krlimman^- 
masses. Mit Hülfe der Relationen (5.) und (7.) lässt sich die Bedingung 
(10.) auf die Form 

(15.) A( , ^ )-hA( , ^ ^ = 

bringen. Setzt man 

2i+log(r -r") = u, 
so ist nach (7.) und (11.) 

(16.) (r' '-r'')J' fi = J'h, (r'-r")^> = -^"A, 

also weil nach (15.) § 4 

(17.) j,(p = r^v+r ^>, y^y = -^r^V+-4- r ^> 



ist, 



(18.) (h^-U)J,fx = hJ,h-2kJ^h, (h^-^k)J^u = 2z^,A-A^gA 
und folglich {Weingarten^ Monatsber. d. Berl. Akad. 1883, S. 1163) 

(19.) (Ä'-4Ä)rf/i = hdh-2k2~dx = 22^d^-hdh. 

Wird durch die Gleichung 

(20.) (*„».-*;,)K(^, v) = *„f f -*,.(f.f +^f )+*,.f ^ 

der bilineare Differentialparameter der Form 

2 
(21.) K = --=r ((an dp + an dq) (621 dp + 622 rf^') - («21 dp + «22 rf?) (p^idp + Äijrf^r)) 

definirt, deren Determinante Än*22--*i2 = — o(A^— 4ä) ist, so ist 
(22.) -(A^-.4&)K(<^, vO = K^{% V^)+A(v/, cp)) 

und mithin nach (18.) § 5 

(23.) ~(r -OK((p, v^) = ^>.^'>4->>.^>. 

Aus (16.) folgt daher 

(24.) K(y, Ä) = [cp, fi\ 

Auf diese Form hat Herr Knoblauch (dieses Journal Bd. 103, S. 42) die 

Bedingung für die Isometrie der KrUmmungslinien gebracht. 
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Sur des transformations de mouvements. 

(Par M. Paul Appell ä Paris.) 



1. jLobjet de cette note est de r^sumer des recherches qui se 
rattachent ä Tint^ressant article de M. Stächet ,,Ueber die Differenttal" 
gteichungen der Dynamik und den Begriff" der analytischen Aequivalenz dyna- 
mischer Probleme^^ paru dans le tome 107 de ce Journal (1891). 

Soit an Systeme mat^riel dont les liaisons sont ind^pendantes du 
temps et dont la position est d^finie *par n param^tres p^^ p2, ..., Pn» Si 
ce Systeme est sollicit^ par des forces d^pendant des positions et des vitesses 
des points d'application, les ^quatious du mouvement sont, d'apr^s Lagrange, 

n^ d f dS\ aS _ p ^r _ dpa 

^^'^ dt\dp'a^ dpa ~ "' '^^ "" di ' 

S d^signant la demi-force vive du Systeme, et 

P,3p,+PJp,+-'+PJp^ 

la somme des travaux virtuels des forces directement appliqu^es, pour un 
d^placement arbitraire compatible avec les liaisons. Les quantit^s Pa sont 
des fonctions de /?i, ^2, •.., p«, Pn P2, ..., pl; dans le cas particulier oü 
les forces ne d^pendent que de la position du Systeme, les P« ne contiennent 
pas pl, P2, . . ., Pn- 

A cöt^ de ce premier Systeme qui se meut dans le temps t, consi- 
d^rons un deuxi^me Systeme dont la configuration dopend de n param^tres 
9n 92) •••? 9n et qui se meut dans le temps t^ sous l'action de forces 
quelconques. Les ^quations du mouvement de ce Systeme sont 



r9\ A.dL\ ^-n v-^_^ 

^^'^ dt, \ dq'a J dqa ~ ^«^ ^" ~ dl, ' 



les quantit^s Q^ d^pendant de g^i, 5^2? • • •, 9n et de leurs d^riv^es qa- On 
devra consid^rer les deux probl^mes de m^canique comme equivalents, s'il 
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existe uue transformation de la forme 

[dt — ^(/?i, p2, . . ., Pn)dti^ 

transformant le Systeme des ^quations (2.) dans le Systeme (1.). 

Pour nons rendre compte de la possibilit^ d'nne teile transformation, 
posons 



puis portons notre attention sur les termes de (1.) et (2.) qni contiennent 
des d^riy^es secondes par rapport au temps. Nous avons 

les termes suivants ne contenant que des d^riv^es premi^res et constitnant 
une forme quadratique par rapport ä gj, 929 • • ^ 9l- ^^ m@me 

d ( ds\ ds d'p, d\ d'pn , 

D'apr^s les relations (3.), on a 

dqa _ dqa , 

dt, " dt ' 

dqa 9?>a ^f , d^a f , , dq>a f 

"dT = "ä^''^+^ö^''^+"-'""9i^''- 

d'qa _ dq>a d\ dtpa d\ 

dt' ~ dp^ dt^ dp^ d/' "*"' "^ dpn dt 

les termes non Berits dans la demi^re ^quation constitnant une forme qua- 
dratique en pl, P29 • • •) Pn* 

D'apr^s cela, on peut trouver des coefficients Ä^*^ au nombre de 
«^ (f = 1, 2, . . ., »; a = 1, 2, . . • , n) ne d^pendant que de pi, p2? • • •? p«, de 
teile fa^on que les expressions 

^^'^ 'dF^Vdqi;^)'''^''^'^^^ 

ne contiennent plus de d^riv^es secondes et, par suite, se r^duisent ä des 



dq>a d*pn , 
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f ormes quadratiques ^^ en pl , pi , • • • , K« En eflfet, annulons, dans Tex- 
pression (4.), le coefficient de -^p-; nous aurons 

Faisant ft = 1, 2, . . ., »^ od a n ^quations lin^aires d^finissant 

n(i) 0(2) ß(n) . 

**a y ■■•'a ^ • • • 1 **« 9 

le döterminant des coefficients des inconnaes est le discriminant de iS qni 
n'est pas nul, comme on le sait. Les coefficients R^'^ ^tant calcul^s, la 
difförence (4) devient une forme quadratique ^a ^^ Pu p'2) • • -^ Pn» ^t on 
a les Identit^s 

en vertu desqnelles les ^quations du mouvement (1.) entralnent celles du 
mouvement (2.) dans lesquelles on ferait 



i=« 



(6.) Qa = ^a+£ R^'Pa' 

Comme le choix des fonetions l et (p^ est arbitraire, on peut, d'une infinit^ 
de mani^res, faire correspondre k tout mouvement de Tun des syst^mes, 
8OU8 l'action de forces d^pendant des positions et des vitesses, un mouve- 
ment analogue de Tautre. 

2. Particularisons maintenant le probl^me, et cherchons si, ä tout 
mouvement du premier Systeme sous Taction de forces ne d^pendant que 
de la Position du Systeme, on peut faire correspondre un mouvement ana- 
logue du second. Pour cela, il faut et il suffit que, les quantit^s P^ ^tant 
des fonetions quelconques de pi, pa, • . ., p», les quantit^s Q^ d^finies par 
les ^quations (6.) soient des fonetions de ^i, 929 • • «^ 9n et non des d^riv^es 
de ces param^tres. Donc, il faut et il suffit que la transformation (3.) 
soit particularis^e par les conditions 

(7.) *i = 0, *2 = 0, . . ., *, = 0. 

Comme nous voulons que ces conditions soient remplies pour tous les 
mouvements possibles du Systeme sous l'action de forces ne d^pendant que 
de la Position, il faut que les ^quations (7.) aient lieu quels que soient 
Pu P21 • • ') plf puisque les conditions initiales permettent de prendre ces 
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ddriv^es arbitrairement. Ces conditions (7.), dont les premiers membres 
sollt des formes quadratiques en /?!, p2, • • ., pl, se partageront alors en un 
nombre plus grand d'^qnations d^ßnissant les fonctions (pu (p2^ - - ^i (Pn ^t 
l en fonctioii de p,, pa? ••., p«. Ces ^quations seront, en g^n^ral, trop 
nombreuses; de sorte qu'on ne pourra r^aliser la txansformation que si 
certaines relations de condition ont lien entre les coefficients a,j et b^j des 
deux formes S et T. 

Lorsque cette transformation particuli^re existe, en snpposant Pi, 
P2» ...1 Pfi nuls, on trouve d'apr^s (6.) et en vertu de (7.), que ßi, 
(^21 • • •) Qn sont nuls aussi. Donc si la transformation existe, eile doit faire 
correspondre, ä un mouvement du premier Systeme quand aucune force nagit 
sur lui, un mouvement analogue du deuxieme. En un mot la transformation 
doit conserver les mouvements geodesiques. 

On se trouve ainsi amen^ ä une question qui a ^t^ ^tudi^e par 
MM. Beltrami, Lipschitz, Dini dans leurs travaux sur les formes quadratiques 
de diflKrentielles et par M. S. Lie. 

Ce th^or^me aiinonc^ comme probable, ä la suite d'une remarque de 
M. Goursat, dans un article sur thomographie en mecanique publik dans le 
tome XII de TAmerican Journal, se trouve d^montr^ tr^s-sommairement 
dans une Note que nous avons ins^r^e r^cemment au Bulletin de la Sodete 
mathematique de France (t. XX, S^ance du 16 mars 1892). Dans des Notes 
plus r^centes encore, M. Painleee (Comptes Rendus des S^ances de TAcad^mie 
des Sciences de Paris, 11 avril et 23 mai 1892) a d^montr^ ce mßme 
th^or^me k cöt6 de plusieurs propositions qui nous paraissent des plus 
dignes d'attention et qu'il faut rapprocher de plusieurs Notes de M. R. Liouville 
(Comptes Rendus 6 avril 1891, 25 avril et 23 mai 1892). 

II peut arriver que, pour un Systeme ddtermin^, la seule transformation 
r^alisant les conditions indiqu^es soit celle de M. Stäckel accompagn^e 
d'une transformation dt = Cdt^^ C ^tant une constante reelle ou purement 
imaginaire: mais, pour des syst^mes sp^ciaux, il en existe d'autres. 

Par exemple, pour des points mat^riels libres, on peut employer une 
transformation homographique (Comptes Rendus t. 108, 1889); pour un 
point mobile sur une Sphäre, on peut employer une transformation par 
projection centrale sur un plan (American Journal t. XIII). Enfin, comme 
Ta montr^ M. Dautheville, (Comptes Rendus t. 111, 1890 et Annales de 
TEcole Normale Sup^rieure t. 7, 1890) on peut transformer le mouve- 
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ment d'nn point sur une snrface k courbnre totale constante en un mouve- 
ment plan (ce qni correspond ä an th^or^me de M. Beltramt)^ et plas 
g^n^ralement on peut transformer le mouvement d'un point sur une surfaee 
en un mouvement d'un point sur une autre surface (uon applicable), si la 
premi^re surface satisfait aux conditions trouv^es par M. Dini pour que les 
lignes g^od^siques se correspondent. 

Pour terminer le r^sum^ des recherches faites sur les m^thodes de 
transformation en m^canique, citons Tarticle de M. Bertrand sur la similitude 
en möcanique (Journal de T^cole polytechnique , 1848), une Note de M. 
Goursat (Comptes Rendus t 108, p. 446), une Note de M. Darboux (Ibid. 
p. 449), et une Note sur Tinterpr^tation des valeurs imaginaires du temps 
que nous avons publice dans le tome 87 des Comptes Rendus. 
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Zerfällung der lemniskatischen Theilungsgleichung 

in vier Factoren. 

(Von Herrn K. Schwering in Düren.) 



§1. 

In einer früheren Abhandlung*) habe ich Methoden angegeben, die 
Mnltiplicationsformeln der lemniskatischen Function zu bilden. Eine dieser 
Methoden scheint darum besondere Beachtung zu verdienen, weil sie dem 
Schlüsse der vollständigen Induction Zugang verschafft Bevor wir also 
zum eigentlichen Gegenstande vorliegenden Aufsatzes übergehen, mag diese 
Methode eine von der früheren Arbeit unabhängige Darstellung finden. 

Sei ri eine ungerade ganze complexe Zahl von der Form a+6t, 
X = sin am 21^ so ist: 

(1.) sinam(i?ii) = ^-f^' 

Die beiden Functionen (p und x enthalten die Lösung des Multiplications- 
problems. Zwischen denselben besteht die Gleichung 

(2.) X(.^') = ^'>(^), 

WO 

4^+1 = q^r]ri' = iV(iy). 

Nach allgemein angenommener Bezeichnung ist N(Tf) die Norm von ij] rj' 

die zu T] gehörende conjugirte Zahl. Die Richtigkeit der Gleichung (2.) 

ersieht man aus dem Aufsatze von C. G. J. Jacobi, Ges. Werke Bd. I S. 266 

und in sehr klarer Darstellung aus dem Aufsatze Kronecker&: Zur Theorie 

der elliptischen Functionen, Sitzungsbericht vom 29. September 1886. 

Die complexe Zahl t] setzen wir ferner als primär voraus, d. h. 

Tj = 4A+l + 4A'f, 
oder 

ri = 4A+3+(4*'+2)f. 

•) Dieses Journal Bd. 107 S. 196 ff. 
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Nun ergiebt sich durch Anwendung des Additionstheorems der lemniskatischen 
Function, welches lautet: 

(3.) smam(w+t?) = {_^J^, , 

X = sinamti^ y = sinam«^ 
alsbald die Richtigkeit der Gleichung: 

. . l + i?t . . i+rj 

sm am ti-ftsmam ' . u 

(4.) 8inam(,?«) = ' ^ _^.8i„am«. 

t sm am -:r— -— « + Sin am -r-7-T- w 

Ersetzt man u durch (1+0^ ^^^ erwägt, dass nach dem Additionstheorem 

dass ferner für die lemniskatische Function 

sinam(tif) = i.sinamti 

ist, so geht (4.) nach unbedeutender Rechnung in eine Identität über. 

Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

Erster Fall: ?y = 4&+l+4*'f. 
Wir setzen 



.(5.) 



Q = -^i^ = H-2*-2Ä'+(2*+2&')«, 

_ i+rj _ 



a = -^^ = H-2*+2*'+(2*'-2*)$. 

■ 

Dann sind die ungeraden Zahlen q und a beide primär, weil 2Ar— 2/r' und 
2&+2&' dieselbe Form (mod. 4) haben. Jetzt fUgen wir den Functionen cp 
und X di^ Indices q, a, ri bei nach folgender Bezeichnungserklärung: 

sinam(?7ti) = x-^- 

Xn 

Dann können wir die Argumente weglassen, und wir finden aus (4.): 

Diese Gleichungen sind wahre Multiplicationsgleichungen. Denn q und a haben 
jedes eine kleinere Norm als tj, weil 

]V(p)+iV(a) = l+iV(i?). 

6* 
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Sind also die Functionen (p^, ipo, Xqy Xa bekannt, so kann man (p^ und x»j 
berechnen. Ja, es genügt schon die Kenntniss von (p^ und (pa allein, wenn 
man (2.) hinzunimmt; und umgekehrt kann man (2.) durch vollständige In- 
duction aus (6.) ableiten. 

Zweiter Fall: i? = 4*+3+(4*'+2)t. 

Wir setzen: 



(5-.) 



P = -^±^ = _1-2äh-2*'-(2+2ä+2*')«. 



a = — *M- = -3-2&-2&'-(2*'-2&)»,- 



Q und a sind wieder ungerade und primär, und man erhält: 



(6-.) { 






Die Formeln (6.) und (6*.) setzen uns in den Stand, für jede ungerade 
Zahl T] die Multiplicationsformeln und besonders die Theilungsgleichung der 
lemniskatischen Function aufzustellen: 

(pfj = 0. 
Nicht immer erhalten wir so die beste Methode zur numerischen Rechnung, 
da die Division mit l+i ein lästiger Umstand bleibt. So findet man für 
Ä = *' = aus (6\) 

-(l+09^3+2i = (a?*-l--2fXl+6a?'-3a:^+t(^'+6^*-3)(l-(l+20a:*). 
Die Hauptbedeutung unserer beiden Formeln liegt aber auch anderswo. 
Um dieselbe gleich an einem Beispiele hervortreten zu lassen, behaupten 
wir die Richtigkeit des folgenden Lehrsatzes: 

„Ersetzt man in (p(x*) und ;c(x*) das Argument x* durch ä+1, so 
erhält man: 

(p(z+l) = (2i/.fl^,+(2fy-^lWlÄ+(20^""^W2Ä'+•••+Ä^ 

x(i+i) = (2f)^fll,,+(2f)^-^»l«+(2i)^-^»2Ä'+•••+^Ä^ 

wo 4^+1 = JV(iy) = g; m,,, mi, i»2, ...; «n «27 ••• ganze Zahlen sind/^ 
Angenommen, der Satz sei für g^ o richtig. Sei 

also: x+X = iLi. 

Bildet man nun die Gleichungen (7.) für cp^, (p^^ Xqy Xa und multiplicirt 



(7.) { 



= V, 
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sie in der durch die Gleichung (6.) geforderten Art, so findet man, dass 
die Gleichungen (7.) allgemein richtig sind. Man erhält z. B. für das von 
i freie Glied, indem man die hetreifenden tn und n durch Doppelindices 
unterscheidet : 

(2f )* "*■ ^ (n^),g . IWo,a + i . ^^^ . fW|),a) ? 

also nach Division mit 1+« im Ausdruck für (p^: 

was zu beweisen war. Ebenso liefert die Multiplication für das Glied mit s: 

was zu beweisen war. Das höchste Glied in Xtj wird a'^^ = z^ multi- 

plicirt mit 

ia+Q __ 

1+t 

was zu beweisen war. Der Satz ist also allgemein bewiesen. Es ist 

wie wir in der früheren Abhandlung bewiesen haben*). • 

Bezeichnen wir die Wurzeln der lemniskatischen Theilungsgleichung 

(pQc^) = 

durch x=^Yy so kann man den obigen Satz auch folgendermassen aus- 
sprechen : 

Jede homogene symmetrische Function mter Ordnung der Grössen y*— 1 

oder -\ — 1 hat den Theiler (20"*. 

Setzen wir in (7.) z = 2wi, so erhalten wir aus der Theilungsgleichung 
die folgende: 

w^+w^_iW^-' + - + W|tt+(-l)*"' ('+•■> = 0. 

Diese Gleichung zeigt, dass die Norm der Grössen u die negative oder 
positive Einheit ist. Also ist u nach Kronecker^ Bezeichnung eine (complexe) 
Einheit. Wir haben also den Satz: 

Ist y eine Wurzel der lemniskatischen Theilungsgleichung, so ist 

1— y* 

eine Einheit. 



2 

Für 17 = — 3, ^ = 2 lautet die Theilungsgleichung 

x^+ßx'S = 0. 
Es ist / = -3+2}^ und 2-1^3 eine Einheit. 

•) Dieses Journal Bd. 107 S. 219, Gleichung (66.). 
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Ein anderer bemerkenswerther Satz ergiebt sich dnreh die Annahme 
a?* = Ä— 1. Man beweist ihn durch vollständige Induction. Er ist in den 
beiden Gleichungen enthalten: 

Die Coefficienten sind wieder ganze Zahlen, welche mit Potenzen von 
(1+f)^ multiplicirt sind. 

Man kann aus der Theorie der Kreistheilung wohl auf manches hin- 
weisen, was diesen Sätzen aus der Lemniskatentheilung zur Seite steht; 
Etwas genau entsprechendes existirt aber nicht. Die Wichtigkeit dieser 
Sätze kann erst an späterer Stelle hervortreten. 



§2. 

^ Wenden wir uns nun der ZerfilUung der Theilungsgleichnng zu. 
Theoretisch ist dieselbe schon von Eisenstein*) gelehrt worden. Wir können 
daher in dieser Beziehung uns grösster Kürze befleissen und den Leser 
auf die Eisensteinsche Arbeit verweisen. Nur einige Andeutungen dttrfen 
wir nicht unterdrücken, da ihr Gegenstand den Ausgangspunkt unserer 
eigenen Untersuchungen bildet. 

Eisenstein geht von einem Satze aus, den man etwa so wiedergeben 
kann: „Hat die ganzzahlige Gleichung 

die Eigenschaft, dass irgend eine ganze Function ihrer Wurzeln 

einen rationalen Werth hat, so ist dieser Werth immer eine gansse Zahl.^^ 
Den Beweis führt Eisenstein dadurch, dass er alle nl Vertauschungen der x 
vornimmt und diejenige Gleichung bildet, deren Wurzeln die verschiedenen 
so entstehenden Werthe der Function F sind. Die Coefficienten dieser 
Gleichung sind nun als ganze symmetrische Functionen sämmtlicher x ganze 
Zahlen und darum kann diese Gleichung, wenn sie rationale Wurzeln hat, 
nur ganzzahlige Wurzeln haben. — Wir werden den Satz häufig als Eisen- 
«/etfischen Satz anführen. Er ist von grosser Bedeutung. 



*) Dieses Journal Bd. 39 S. 160 fif. 
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Man kann nun die theoretische Zerfällung kurz folgendermassen dar- 
stellen. Sei g primitive Wurzel (mod.17), ^'" ^ i(mod.i?), 

dann sind die Wurzeln der Theilungsgleichung : 

v- = sin am — ^ — : (n - 0, 1, i, .. ., ,-i). 

Eisenstein setzt dann 

und hildet 

W, = (x-tf>(gK)){x-xf>(s^K))...(x-y;(g^-'K)). 

}y ly 

Es zeigt sich, dass Wi+W2 sowie — ' ,- ' cyklische ganze Functionen 

der Wurzeln, also ganze Zahlen sind, und somit hat man die Zerfällung 

(8.) if{x'-) = T-n7?, 

WO Y und Z ganze Functionen sind, welche höchstens den Nenner 2 ent- 
halten. Allein Eisenstein hat hereits erkannt, dass dieser Nenner in Wirk- 
lichkeit nicht auftritt, obschon er den Beweis für diese Behauptung nicht 
mittheilt*). Wir werden den Beweis weiter unten führen und dann auf die 
Sache näher eingehen. 

Um die zweite Zerlegung in f>ier Factoren zu bewirken, theilen wir 
die Grössen g^'K in vier Klassen nach den vier Formen 

n = U; 4A+1; 4Ä+2; 4A+3; 

und erkennen dann die Möglichkeit, (p(x*) in vier Theiler von der Form 
zu zerlegen: 

A, By Cy D sind entweder ganzzahlig oder mit dem Nenner 2 behaftet. 
Auch kann eine achte Wurzel der Einheit als Factor auftreten. 
Jetzt unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) jf = 8m+5; 2) jf = 8m+l. 
Im ersten Falle ist ^ = 2m+l, also i ein quadratischer Nichtrest Wenn 



*) Herr Bachmann setzt in seinem Aufsatze , Mathem. Annalen Bd. 16 S. 545 aus- 
drücklich den Nenner 2 voraus. 
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uun y„ eine Wurzel der lemniskatischen Theilungsgleichung ist und n eine 
durch 4 theilbare Zahl, so gehören die 

vier verschiedenen Klassen an, und die theoretische Zerlegung der Gleichung 
y(j:*) = ist einfach folgende: 
Krsle Zerlegung. 

2) (o^HyiDC^^+yD . . . (^^+y^-.)- 

Ziceite Zerlegung. 

1) (^-r^X^-rö • • • a^-r^-O^ 

2) (^+roX^+ri) • • • (a?+y^-i), 

3) (x-yJX^-rii) • • • (x-rß^-ii), 

4) (x+yjx^+ri*) • • • (^+y/.-iO- 

Zur praktischen ZerföUung wäre fUr die erste nun zunächst zu bilden: 

So = ro+fi+'-'+rl-i' 

Ducch Quadrirung erhält man in sl erstens die Summe der vierten Potenzen, 
also eine ganze Zahl. Ferner erhält man cyklische Functionen von der Form 

Y\ kann man als rationale Function von /<> darstellen mit Httlfe des 
Multiplicationstheorems; und zwar erscheint dabei eine rationale Function 
von yS multiplicirt mit y\. Daher wird der Klammerausdrnck eine symme- 
trische Function der y*, yj, ..., y*-M ^^sö ^^^^ rationale ZahL Da er nun 
in der ursprünglichen Form eine gansse ganzsahUge Function der Wurzeln 
ist, so ist er nach dem Eisenstein^chen Satze eine ganze Zahl, aldo «u die 
Wurzel aus einer ganzen Zahl. Betrachten wir nun den Ausdruck 

rl + y] + '"+rl-i 

80 finden wir durch die entsprechenden Schlüsse, dass dieser Ausdruck eine 

symmetrische Function der y* ist Da nun der Nenner den Werth iVrj hat, 
wie Eisenstein a. a. 0. beweist, so sieht man endlich, dass s^ den Werth 

m]^ mit ganzzahligem m hat Diese Schlüsse gelten nicht bloss für «i„ 
sondern jfür die symmetrischen Functionen der Wurzeln /o? /n •••7 y^-i 
überhaupt, sobald diese Wurzelfunctionen ganz und ganzzahlig sind. Wir 
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können daher über die von Eisenstein aufgestellte Behauptung hinausgehend 
schliessen : 

„Ist fj eine complexe ungerade Primzahl und iV(?y) von der Form 
8m4-5j so sind nicht bloss die beiden Functionen Fund Z, welche bei der 
ersten Zerlegung auftreten, sondern auch die bei der zweiten Zerlegung 
erscheinenden A, B, C, D ganze Zahlen, ohne die Nenner 2, bezw, 4/^ 

Zur wirklichen Darstellung der Functionen Y und Z gelangen wir 
nun folgendermassen. 

Wir setzen: 

Hierzu bemerken wir, dass in Y jeder Coefficient mit Ausnahme des ersten 
den Factor tj haben muss, weil sonst die Gleichung 

(21.) r^TjP = (p(x') 

nicht bestehen könnte. In 9)(x^) hat nämlich jeder Coefficient den Factor t], 
wie wir in unserer früheren Abhandlung*) gezeigt haben. Uebrigens 
kann man es auch in der für s^ oben durchgeführten Schlussweise zeigen. 

Wir haben also 2iw Gleichungen mit 2m Unbekannten «i, a2, . . ., a^; 
ßu ß'ii •••? ßm vor uns. Die directe Auflösung dieses Systems wird nie- 
mand versuchen. Im Falle des Gelingens würden sich eine Menge Neben- 
lösungen einstellen. Diese Auflösung kann nun völlig eindeutig ersetzt 
werden durch ein System f>on Congruenzen, 

Schon Legendr e hat für die entsprechende Aufgabe der Kreistheilung 
den Gedanken gehabt, Congruenzen zur Lösung zu verwenden. £r ent- 
wickelt, um Y für die Gleichung 

4.^^ = Y' + nZ' 



n-l 



ZU bestimmen, 2(a;— 1) ^ und nimmt statt der Coefficienten ihre kleinsten 
Reste (mod.n). Jaco6« wies ihm nach, dass dies Verfahren fehlerhaft sei**), 
und er ist, durch diese Bemerkung eingeschüchtert, nicht wieder darauf zurück- 
gekommen. Und doch bedarf das Verfahren nur einer kleinen Abänderung, 



•) Dieses Journal Bd. 107 S. 207 ; Ende des § 4. 
••) Siehe Jacobis Ges. Werke, Bd. I. S. 453, Briefwechsel. 
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am sogar für die viel schwierigere Aufgabe, welche ans hier beschäftigt, 

vollkommen auszureichen. 

Gauss hat in seinem klassischen Werke über die biquadratischen 

Reste den Begriff der numerisch kleinsten complexen Zahl aufgestellt 

Wir benutzen diesen Begriff, um eine gegebene complexe Zahl nach Potenzen 

des Moduls rj zu entwickeln. Sei A die Zahl. Wir bestimmen ihren 

Ä—r 

kleinsten Rest r^ (mod.i?) und den Quotienten = q^; alsdann 

bilden wir wieder jj =f rj (mod.?y), wo rj wieder den kleinsten Rest 

bezeichnet, alsdann ^2 = ^^^^^ u. s. w. Als Beispiel nehmen wir den 

stärksten numerischen Coefficienten in ^7-2*, 17 = 7— 2f, welcher ist: 

A = -217 796-1314801. 
Man findet ri = 0, also 

A = -(23804+2558401?, 
23804+25 5841 = -3+3f+(2179+42770i?, 
2179+ 4277i = 3+(126+647f)i7, 
126+ 647f = 2+f+(-8+900i7, 
-8+ 90i = -4-2f+(-4+120i7, 

-4+ 12i = l+3f+(- 1+1)1?. 
Folglich: 

-^ = (-3+30i7+3i?^+(2+0i/'-(4+2f>*+(l+3i)i/*+(-l+0i?^ 

Jede complexe Zahl kann nur auf eine einzige Art nach Potenzen eines 
Moduls entwickelt werden, wenn wir den Coef&cienten immer die numerisch 
kleinsten Werthe ertheilen. Wir haben hier ein Entsprechendes zum deka- 
dischen Zahlensystem aus der Theorie der complexen Grössen vor uns, 
und dieser Gedanke führt uns ans Ziel, wie wir jetzt sehen werden. 

Bezeichnen wir die Coefficienten von (p(x*) wie gewöhnlich durch 
a und schreiben: 

y(x*) = a?*^+aia;*^-*+a2X*^"*+-+a^-,a;*+i7, 

so erhalten wir nach Gleichung (^.) 

-ZßJ+alij = — a^-i, 
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Fassen wir dieselben als Congruenzen (mod.77), so bestimmen die ersten m 
eindeutig die kleinsten Reste der /?^, /^m-u • • •? ßv Die Werthe der a sind 
hierbei ohne Einflnss, da alle Glieder, in welchen sie auftreten, den Factor 
tj haben. Die (m+l)te Congruenz, welche durch die Betrachtung des 
Coefficienten von x^+* gewonnen wird, bestimmt eindeutig den kleinsten 
Rest von a^ (moä.tj). Denn a„ ist allein von allen a nicht mit tj multipli- 
cirt und erscheint in erster Potenz. Ebenso bestimmt die folgende Con- 
gruenz a^^i u. s. w., bis endlich alle kleinsten Reste der a und ß bestimmt 
sind. Bezeichnen wir sie dureh a' und ß* und setzen: 

80 erhalten wir nach Abtrennung des Factors ly ein neues System von 
derselben Form wie das vorige, mit den Unbekannten a" und yS" und mit 
bedeutend kleineren Zahlgrössen, da eine Division durch t] vorausgegangen 
ist. Sind die Grössen a" und ß" noch verschieden von ihren kleinsten 
Resten (mod.?y), so ist eine erneute Rechnung erforderlich. In den von mir 
berechneten Beispielen war diese dritte Rechnung nur bei tj = 7—2i, also 
jf = 53, /u = 13 erforderlich und zwar nur bei einigen Coefficienten, Das 
Verfahren muss einmal zu Ende gehen, weil die Entwicklung der a und ß 
nach Potenzen von 77 in der oben gelehrten Art nur auf eine Weise ge- 
schehen kann. 

1) Zahlenbeispiel. i? = 3+2f, ^=13; iLt = S. 
In diesem Falle ist 

x\x'+a,riy''tl(ß,x*+if = a:^'+(-l+-4f)^a?'+(l-2i)i?a:*+i?. 

Daher die Gleichungen 

-2/?if+«?i? = l-2f; 2ai~/9J = -l+4f. 

Löst man sie als Congruenzen, so folgt: 

ßi ^ 2i (mod.i?), «1 ^^ 1 (mod.17). 

Für die zweite Rechnung ist der Modul nicht 17^ sondern i;^. Es wird 

ß, = 2-1 (mod.(iy^); «^ = 1 (mod.(i?^). 

Aber dies sind bereits die genauen Werthe, und es ist: 

r= a:^+(3+2i>^; Z = •+(2-f)^*- 

2) Zahlenbeispiel. 7y = 7— 2f, g = 53, ^ = 13. 
Es ist die Theilungsgleichung 9) == und 
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wo: 



a, = 99 -210t, 
Oi = 70+14641, 
a, = -19558+76i, 
a* = 51075+31608», 
a, = -92 479- 137 726 i, 
oe = 188 708+177 648«, 
a, = -217 796 -131 480 i, 
a„ = 51639+50224«, 
og = 62 709+1042«, 

0,0 = -29 258-3240«, 

a„ = 4874+2060«, 

a,j = -91+344«, 

a,j = 7—2«. 



Jetzt setzen wir 



Y = a:*+a,I7x'* + a2«^a:**^ f-«6»?a;', 

Z = /3,aj«+/?,a;'"+/?,x'«+-+/36a;*+i 
and finden durch die erste Rechnung (mod. (?;)): 

/?, = 5.-, 8, = 1, ß, = -2- «, ß, = 4+2«, ßs = -3+5«, /96 = ö-j. 

«1 = —2—12«, «, = —2«, «3 ^ — 3+«, «« = —2—«, Cs ^ —4—«, og ^ —1+2«. 
Dann durch die zweite Rechnung (mod.(>y*)): 
ß, = bi, A = -24-8«-, /i3 = -l+29f, A = 16-9«-, /9, = _10+7i, 

/^o ^ -32+2.-,- 
a, =-2-12«, «2 = 9-50», «3 = -15«, 04=-25-2«, «5 = -3+29», 

«6 = -1+2«. 
Die dritte Rechnung ergiebt (mod.(i?^), wo if = 259—286«*: 

/?, = 5«, ß, = B2+S2i, /i, = -192+23», ß, = -4:3Qi, 

ßi = 192+131.-, ß^ = -32+2»'; 

«, = -2-12«, «2 = 9-50i, «3 = 84+120«, «♦=-115+54», 

«5 ^ 14—44«, «6 ^ —1+2». 

Aber diese Werthe sind bereits genau. Sie genügen nicht nur den Con- 
gruenzen, sondern auch den Gleichungen. Man hat also in diesem Falle: 
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r] = l-2i, 9 = 53, ,tt=13: 

Y = a;^-fj?{(-2-12i)a;"+(9-50i>'«+(84+120i)x'* 

+(-115+54$>"'+(14-440a;''+(-l+2i)aj'|; 
Z = +5i.a:^+(32+820«'"+(-192-f23i)a;'°-436i.ar« 

+ (192+131$V+(-32+2i)a;*+«. 
Man kann die Lösang der Congrnenzen (mod.77) kurz auch so schreiben: 

Da wir nau in unserer früheren Abhandlang*) bewiesen haben, dass 

Ou-r 1.3.5...(2r— 1) 1 / j N 

"t" - 2.4.6...(2 Ö^-4HT <^"«^-'')' 

ist, so kann man die Reste der ß sogar in geschlossener Form angeben. 
Man findet z. B. 

ßm = -^ (moA.TJ). 

Die angegebene Methode der Zerlegung durch Lösung von Congruenzen ist von 
mir in einem nicht eben einfachen Beispiele zum Nachweise der Unzerlegbarkeit 
eines Ausdruckes mit Erfolg benutzt worden. Vielleicht lässt sich auf diesem 
Wege für viele Gleichungen ein einfaches Zeichen der Unzerlegbarkeit gewinnen. 
Wenden wir uns nun der zweiten Zerlegung in eier Factoren zu. 
Betrachten wir die Function der Wurzeln: 

y© ^1 • • • y^— 1 

so ändert sich dieselbe nicht, wenn y^ durch yo« ersetzt wird, falls 

q = I611+5 
ist. Denn der Zähler erhält, da y^ in yj. tibergeht, den Factor t und der Nenner 
ebenfalls: i^=zi^^^ = i. Beachtet man nun, dass der Nenner nichts anderes 



ist als V— ^, dass ferner dieselben Schltisse ftir die symmetrischen Functionen 
der yu? yij • • -7 ^Ai-i entsprechend gezogen werden können, so ergiebt sich, 
wie auch Eisenstein in der genannten Abhandlung gezeigt hat, als allgemeine 
Form der zweiten Zerlegung: 



(9.) 



für y=16«4-5; «* = -«, fi = ^^ = 4:n+l: 



♦) Seite 227 Gleichung (86*.). 
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und durch ähnliche Schlüsse 

für 9 =16»+ 13, /t = -?^ = 4«+3, €' = •, 
die Zerlegungsgleichung : 



(10.) 



(11.) { 



Die pi, p2j • • V Pfj öii^d ganze Zahlen, wie wir schon oben bewiesen haben. 
Zur wirklichen Berechnung ihrer Werthe führt wieder die Congruenzenmethode, 
aber bei weitem schneller. Wir wollen nur den Gang kurz andeuten. Die 
zweite Zerlegungsgleichung hat die Form: 

Daher hat man nach Multiplication mit der conjugirten Grösse: 

A'+B^TI-2CDri = Y, 
2AB-C^---D\ = Z. 

Die Coefficienten von A enthalten mit Ausnahme des einzigen Gliedes x^ 
den Factor iy. Daher erhalten wir zuerst durch Auflösung der Congruenzen, 
welche aus der zweiten Gleichung (11.) hervorgehen, den Ausdruck C, dann 
aus den höchsten Potenzen, welche aus A durch das Glied x^ hervorgehen, 
den Ausdruck B. Sei C= C+riC^ B = B'+tjB'', dann folgt aus der ersten 
Gleichung: 

A'+B''7]-2aDTi = Y (mod.(ij')). 

Die niedrigsten Potenzen von A enthalten aber alle den Factor rj^, daher 
wird für dieselben nach Division mit iy: 

ß'-2CD = Y (mod.ij). 

So gewinnt man D und nun endlich aus den höchsten Gliedern, die aus 
J? durch Einwirkung von x*" entstehen, auch A. Sind die Congruenzen 
(mod.(iy)) gelöst, so beginnt dasselbe Verfahren noch einmal, aber (mod.(i?^)). 
Wir haben dies oben gelegentlich der ersten Zerlegung hinreichend an- 
gegeben. Nach dieser Methode habe ich die Zerlegung für alle Prim- 
zahlen bis »7 = 7— 2t, ^r = 53 ausgeführt. Für kleinere Primzahlen hat man 
sofort in den Congruenzlösungen die richtigen Werthe, ganz entsprechend 
der von Legendre fUr die Kreistheilung beobachteten Erscheinung. 
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Hiermit sind unsere Bemerkungen über die theoretische und praktische 
Zerlegung der lemniskatischen Theilungsgleichung im ersten Falle q = 8m+5 
erledigt. Gehen wir jetzt zum zweiten Falle über: q = 8m+l. 

Es ist für diesen Fall ^ = 2m, t * = i^- = (- 1)-. i ist also für 
q = 16«+ 9 quadratischer Rest, biquadratischer Nichtrest und für ^r = I611+I 
sogar biquadratischer Rest Wenn wir die erste Zerfällung ausführen wollen, 
so wählen wir zunächst diejenigen y^ aus, 

yn = smam-^^, 

für welche n eine gerade Zahl ist. Unter den so bestimmten ^ findet sich 
diesmal die Zahl i. Folglich gehören jetzt die Wurzeln y^, yj, "Yny —yJ 
als Wurzeln einer Zerlegungsgleichung zusammen. Daher wird jetzt die 
erste Zerlegung: 

1) (^'-yo)(^*-yJ) . . . (x*^yL.2), 

2) (x^-ydix^^yt) . . . (x*^yL^i). 

Die Gleichung 1^— lyZ^ = (p(x*) wird durch folgenden Ansatz mit Hülfe der 
Congruenzen gelöst: 

Y und Z haben also jetzt gleiche Potenzen von x\ Der höchste Coefficient 
«1 ist sofort bestimmbar. Man findet 

Die beiden letzten Coefficienten lösen die Pe^che Gleichung: 

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Coefficienten a und ß der von Eisenstein 
aufgestellten aber nicht bewiesenen Behauptung gemäss auch in diesem 
zweiten Falle von jedem Nenner freie ganze Zahlen sind. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die beiden Ausdrücke 

yo+y2+'"+yL^2+yl+yU — \-ylm-i = «, 
yt+yU — \-ytm-2-yt-yt yL-i = b. 

Der erste Ausdruck ist symmetrisch und zwar eine ganze Zahl, der zweite 
ist zweiwerthig, sein Quadrat ist eine ganze Zahl, und wie wir schon 

wissen, kann bei »der Ausziehung der Wurzel nur die Irrationalität T^ auf- 
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treten. Ersetzen wir jedes y* durch 1+y*, so erhalten wir nach § 1 
die Gleichung « = a:*+l und dadurch eine Gleichung in ä, deren erster 
Coefficient durch (1+0% der folgende durch (1+«)® u. s. w. theilbar ist. 
a+2iii ist also durch (l+0^ folglich sicher durch 2 theilbar. Betrachten 
wir b\ so erscheint dasselbe in der Form 

ist also mindestens durch 4 theilbar. a und b sind folglich gerade Zahlen, 
und somit ist 

y(*+y5+---+yL-2 = «i^+/?ii^ 

frei von jedem Nenner. Hier ist der Weg deutlich gezeigt^ den man ein- 
zuschlagen hat, um den Beweis fUr jedes a und ft zu erhalten. Der Be- 
weisgrund liegt in der Thatsache, dass jede symmetrische ganzzahlige 
Function der Grössen 1+y* eine gerade Zahl ist. 

Betrachten wir nun die zweite Zerlegung, so haben wir wiederum 
zwei Fälle zu unterscheiden, 

5r=16fi+l und 9 = 16«+9. 

Im ersteren Falle geht ^ = 1^»? = y» y i . . . y^_i durch Vertaaschnng von 
Y» mit y, in Pi, durch Vertauschung von y„ mit ^2 in — P, durch Ver- 
tauschung von y» mit y, in —Pi über. Also werden die vier Theiler: 

3) a+bV^-c^^^-d}^' = («*-yJX*'-y2)...(«*-yi.-2); 

(4) A-Bf^-Ci}'v-\-Dif^ = (x*-yj)(x*-y!)...(x*-y:._0. 
Der Ausdruck Vtj ist vierwerthig, aber durch die Festsetzung 

4_ 

(13.) yo.yi...y^-i = h 

eindeutig bestimmt. Wir wissen aus der allgemeinen Theorie, dass die 
Functionen A, B, C, D ganz und ganz^ahlig sind, bis auf einen Nenner 4. 
Allein es lässt sich zeigen, dass der Nenner 4 nicht erscheint. Zur Be- 
stimmung der Function A z. B. müssen wir die obigen vier Zerlegung»- 
gleichungen addiren. Dann erhält man rechts eine symmetrische Function 
sSmmtlicher y'^, von der wir nachzuweisen haben, dass sie« durch 4 theilbar 



(12.) 
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ist Ersetzen wir o:*— y* darch a;*+l— (1+y*), so haben alle symmetrischen 
Functionen von 1+y* mindestens den Factor (!+•/ mit Ausnahme der 
ersten -2'(l+y*), von der wir bisher nur wissen, dass sie den Theiler 

(1+t)' tat (vgl. § 1). Allein ihr Werth ist -^-^3^*)- Nun muss 

aber tj, da 5r = 16ii-Hl, die Form haben i7 = 8Ä+l+4Ä't; und so erkennt 
man alsbald, dass J£(l+y*) den Theiler 4 hat. — Die Functionen A sind 
also ganz und ganzzahlig, wenn q = I611+I ist. Ist tj eine reelle ungerade 

Primzahl tj = — p, p = 4m+3, so wird -2'(1+/) = 19"^ , also durch 



12 



1+t 



(14.) 



8 theilbar. In diesem Falle entsteht durch l/t] der Multiplicator T ; aber 

man sieht, däss auch jetzt ganze Zahlen, muUiplicirt mit V2 hervorgehen. 
Hiermit ist von den beiden durch 9 = Sni+l gegebenen Fällen der erste 
erledigt. Für den zweiten jr = 16m+9 ist 

y4r+2 = sinam^-^ — = smam -^ ^ = %y^^^,. 

Daher erhalten wir die vier Zerlegungsbestandtheile : 

1) A^-Bi^+cin+Din' = (^^-yS)(a:^-yJ)-..(x'-yU 

2) A^B}'n+Ci}/^''Diin' = (^^-yD(a^'-yD...(^^-yJ.^i), 

3) A+Bi^-c in-D iv' = a^'+r^dC^'+rl) • • • (^'+yU 

l4) A^B}^-Cif^+Dii^' = (x'+y]){x'+rD . . .(x'+rL^^). 
Zum Verständniss sei nur kurz daran erinnert, dass durch Vertauschung 
von yo mit yi 

in Pi übergeht Die A, B sind ungerade Functionen von x^; C und /) sind 
Functionen von x*. Sie sind ganze Functionen und auch ganzzahlig; nur 

ist der Nenner 1-f t, der bei der Division ^ 'y^ auftritt, nicht ausgeschlossen. 

§3. 
In dem vorstehenden Theile unserer Untersuchungen haben wir neben- 
bei in Kürze die theoretische Zerßlllung der lemni skatischen Theilungs- 
gleichung vorgetragen. Diese Kürze war gerechtfertigt durch den Umstand, 

*) Dieses Journal Bd. 107, S. 208, Gl. (34.). 
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(lass Eisenstein in der vou ans angeführten Abhandlung das Erforderliche, 
wenn auch in anderer Darstellung, bereits gelehrt hat. Unsere Hauptabsicht 
war mi andere Dinge gerichtet, nämlich aaf die wirkliche Äusfühmmg der 
Zerfällung mit Hülfe der Congrnenzen und auf den Nachweis der Gan^- 
zahligkeit für die erste Zerfällung ^ also für die Functionen Y, Z. Wir 
sahen ferner, dass in den Fällen jr = 16m+l, 16m+5, 16m-fl3 auch die 
zweite Zerfällung, also die Functionen A, B, C, D ganzzahlig sind, nnd 
für den einzigen Fall q = 16m+9 ein Nenner l+i auftreten kunn. Wir 
wenden uns jetzt zu Untersuchungen, welche noch tiefer in das Wesen be- 
sonders der Functionen Y, Z eindringen. Diese Untersuchungen dttrfen ein 
besonderes Interesse beanspruchen, weil die Functionen Y, Z Eigenschaften 
zeigen, zu denen in der Ereistheilung für die dort vorkoinmenden das 
Analogen fehlt; und auch darum, weil sie zur Lösung der Pelhchen Glei- 
chung fuhren. 

Wir haben im § 1 erkannt, dass die Substitution o:* = »+1 = 2t«i+l 
zu einer Gleichung führt, deren Wurzeln Einheiten sind. Jetzt setzen wir 

x^ = l+(l+t)ir, also u = (1— f)l^ + i^^ 

Dann entsteht eine Gleichung 2aten Grades, deren Wurzeln auch Einheiten 
sind. Zu jedem x^ = y^ gehört nun aber ein entsprechendes x^ = — y*, also 
zu jedem Wr ein entsprechendes tr^, in der Art': 

y] = l+(l+0„,,, 

-yI = i+(i+t>:. 

P^s wird also: 

(15.) «?,+«?;+!-« = 0. 

Hilden wir nun die Zerlegungsgleichung für den Fall 

q = 81»+ 5, 

SO wird gefunden: 

Y+iriZ = (X+iyiw—Wi^iw—w^) . . . (ir — ir„_i). 

Jedes Wr kann durch eins derselben, etwa tr,), rational dargestellt werden; 
mithin ist die Function rechts eine zweiwerthige Function der w. Sie 
ändert sich, wenn man Wo durch tr,', ersetzt. Dann wird: 

Y--]^7lZ = (l+iydw-wiy^w-w'O . . . (w-w'O' 
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Hieraas folgt nan für x* = 1, also «0 = 

(15\) 27(1) = -(l+t/CtPo«"! • . . w^-i+witp'i . . . tp;_,). 
Nau ist aber infolge von (15.) 

(15".) nwr+Hwi. = nwr+n(-i+i-Wr). 

Bei der Maltiplication entsteht, da rechts ITtPr sich weghebt, eine ganse, gans- 
»tMige Function der v> mnltiplicirt mit 1+t. Da diese Wnrzelfnnction einen 
rationalen Werth hat, so ist sie nach dem Eitentteimchen Satze eine ganze 
Zahl. Also hat 27(1) den Factor (1+0"+'. Wir haben also, da fUr Z 
dasselbe gilt, den Satz: 

ht q = 8fn-}-5, $o werden Y und Z für x—\ ganze Zahlen, welche 
mit dem Factor (l+0''~' behaftet sind. 

Da nnn, vergl. meine frtihere Abhandlnug, S. 219, Gl. (66.), 

(p(l) = (2i>"(-l)'»'' <'+•■> 
ist, so finden wir darch die Annahmen: 

y(i) = (i+0''-.', z(i) = (1+0"-».« 

eine Auflösung der Gleichung: 

(16.) f-t]u' = 2i(-l)'"''<**". 

So ist für 9 = 53, ju = 13, j? = 7-2i: 

y(l) = 64+512i = (l+i)"(l+80, Z(l) = 192i = (l+i)"-3i, 

/ = l+8i, u = 3i, 
i'-tju' = -63+16i+(7-20.9 = -2i. 

Da (16.) nur bestehen kann, wenn entweder / und » beide ungerade sind 
oder beide den Theiler l+t enthalten, so liefert 

t+y^.u " 2i(-i)""'C'+') -■'+'^^'? 

sofort eine Auflösung der Pe/Zschen Gleichung 
(16\) n-riUl = 1. 

Setzen wir x^ = t, so wird w = t, und man findet durch ähnliehe Schlüsse 
wie vorhin, dass Y(i) und Z(t) mindestens den Factor (1+iy"^ ent- 
halten. Allein es kann ein weit höherer Factor nachgewiesen werden. 
Zu diesem Zwecke greifen wir auf Gleichung (7*.) zurtlck. Setzen wir 
X* = z—1 = (l+tfu—l^ so wird u eine Einheit, Schreiben wir nun auch 

8* 
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X' = i+(l+€yv, WO €^ = f ist, 80 wird 

u = (l+(l-,»(l+^)r + (l+(l-t>yf^^ 
Der Coefficient von v'^ ist eine Einheit, denn es ist 

(i+(i-.-)«)(i-(i-i)0 = -1. 

Also ist auch v eine algebraische ganze Grösse, also 

Folglich enthalten die ganzen Zahlen 2F(f) und 2Z(i) für x* = •', also 
f? = 0, mindestens den Theiler 

(l+e)'/-^' = (l+,-+(H-i)y2) =« ; 

Y, Z also mindestens (If»)*"'-'^ 

In der That findet man für ^ = 53, ;U = 13, j? = 7—2«, x* = »: 

Y(i)+y^Z(i) = (l+i)"»(3+j/^) 
nnd für j = 13, .u = 3, 17 = 3+2«; 

für 9 = 37, ,u = 9, 1^ = -1+6«: 

y0+I^Z(«-) = (l+i)«(-2+«--«y^); 
für y = 29, /w = 7, »? = -5+2»; 

r(o+]/^z(o = (i+i)«(-i-2«+i^;^). 

Setzen wir jetzt zur Abkürzung 

(17.) tpix') = y+ j^^z = (x^-yixx'-rf) . . . (x'-ri-^), 

dann erhalten wir 

(18.) (-l>-,^(_ar^) = -V^(-arO = (x'+y^(x'+y^ . . . (x'+f^.O' 

Nun ersetzen wir yl durch -^— -^ , also r durch r+ind(l+t), da 

smamCl+Ow = ^7==-=-? 

yl — sin* am M 

dann bleiben (17.) und (18.) ungeändert, wenn l+t quadratischer Rest 
(mod.?y) ist. Anderenfalls vertauschen sie sich mit einander. Im ersteren 
Falle erhalten wir: 

2irl 

ri 



rp(x^)'=. n{x^^^), 
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also: 

Hieraas ergiebt sich die Fnnctionalgleichang : 

(l-xy.V'(^0=-**''-v(— ii)-V(*'), wenn (^) = 1. 
(19.) Ebenso findet man 

(l_^*)«.V.(-?iJ,) = -^'''-v(-p>V(«''), wenn (i±^) = -1. 

(— i^) ist da.6'Legendre&che Zeichen. 

Mit Hülfe der Gleichungen (19.) kann man durch Coefficienten- 
vergleichang aas den Formeln 



(20.) . 



Y = x\x*''+a,T]x*"'-*-^-+a,ri), 



jY = x' 

\z = A 



x*'"+ß.,x*''-*+"-+ß^x*+i 
Beziehnngen ableiten, von denen die einfachste ist: 



(21.) 



(1+20«. = ßii, wenn (i±i) = -1, 
(l-2i)«„. - /?.i, wenn (^-^) = 1. 



(22.) 



Für x' = « findet sich : 

2". v(l) = -•*". V'(0, wenn (l±^-) = -l, 

2''.v(-l) = -»".V'CO. wenn (^-) = 1. 
Setzen wir also zufolge unserer obigen Bezeichnungen: 

v(i) = ii+iy-\t+\fv-»), 

80 folgt, da P = -1, 2i = (l+i)' ist, 

tp\i) = (l+iy-'il+uffJX wenn (l±i) = -l. 

Da nun tf>(i) = Y(t)+}''TjZ(t) den Factor (l+t)*^''-'' enthält, so folgt, dass 

2t(<+ul^) ein vollständiges Quadrat ist. Nach den früheren Auseinander- 
setzungen kann man setzen 

y(»)+i^.z(o = (i+,-)iO'-')(/„+,/^^,). 

Es ist aber für x* = t, x^ = -1, </>(-!)= -(l+i)'".«""'*^", folglich 
(23.) tl-Tit^, = -(l+O'-i"""^'-"''. 
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Bisher ist es anentschieden geblieben, ob t^ u und fy, tiu den Factor 1+t 
enthalten können, oder ob beide ungerade sein mttssen. Es lässt sich be- 
weisen, dass letzteres der Fall ist. Wir wollen den Beweis nur für t, u 
führen, da er für /,„ Ui) sich ganz ähnlich gestaltet. 

Wir fanden (lo^), dass die symmetrische Function der w^ auf 
welche es ankommt, überall den Factor l+t<-*l— t besitzt. Wir setzten 
daher l+i heraus, und die einzige auf diese Weise von l+i frei wer- 
dende Function der tr ist dann: 

Dies ist eine zweiwerthige Function. Ist sie gerade, also mit dem Factor 
1+t behaftet, so ist auch ihr Quadrat mit 2t behaftet, folglich auch 

-S'tTotTi . . . tr^_2t 

und folglich auch wegen yl—1 = (l+i)far: 

Nun ist aber y'(l) = i(20''-(~iy°'^'^'^(^'+9-2)*). Mithin mttsste 

durch 2 theilbar sein. Nun ist ry = 4*+3+(4&'+2)t, jr = 8m-f-5, also der 
imaginäre Theil ungerade. Mithin kann 

den Factor 1+t nicht enthalten, also ist t und auch u ungerade. Das hier- 
mit festgestellte Ergebniss können wir so aussprechen: 
Ist 7] eine complexe Primzahl von der Form, dass 

t] = 4*+3+(4&'+2)t, q = 8m+b, 

und zerlegt man diejenige Gleichung <f{x^) = 0, von welcher die Lemniskaten- 
theilung durch rj abhängt, in zwei Factor en, so dass man hat: 

dann erhält man durch die Annahme x^ = t eine ganzzahlige Lösung der 
Gleichung 

(23.) tl-n^, = -(l + i)3.iind(l-H). 

/„ und tio sind beide ungerade. Durch Quadrirung der Lösfsng 

*) Diese Bestimmung ergiebt sich aus der Functionalgleichung (83.) der Öfter an- 
geführten Abhandlung: Dieses Journal Bd. 107, S. 226. 
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erhmt man dann eine Lösung der Gleichung 

(16.) e-tiu' = 2t (-1)*"'^^-^'^ 

die auch durch die Annahme x = 1 erhalten werden kann. Wiederum sind 
t und u ungerade, und durch eine nochmalige Quadrirung findet man die Lösung 
der Feilschen Gleichung 

n-vm = 1. 

Zahlenbeispiel. rj = — 5+2t, q = 29, ind(l+f) = 9 für die primitive 
Wurzel flr = 10 : 

/„ = — 1— 2f, fio=l, 

ti^Tif^] = +(2+2i) = -(i+iy.i. 

Quadrirt man, so folgt 

(t,>+friUoy = 2i(t+uy^) = 2t(3+4i+(-2 + f)»^^), 

f^TlU' = — 2f. 

Hieraus folgt durch nocbmalige Quadrirung und Abtrennung des Factors 
2i die Lösung der Fe/Zschen Gleichung: 

T=25+7i, I7=5(l-2f). 

Ein sehr merkwürdiger Satz lässt sich endlich folgendermassen ab- 
leiten. Sei 

(^) = -1- 

Für X* = ^ o- findet sich aus (19.): 
und daraus folgt: 



'^^-^^'^^-im'^ = »• 



Folglich muss die gerade Function Z den Theiler (l+2f)x*--l haben. So 
beweist man die beiden Sätze: 

Ist q = 8m+5 und (-^^) = -1, so enthält Z den Theiler (l+2t)a?*-l; 

ist (-^-tL)=l, so enthält Z den Theiler (l-2t)ar*-l. 

In Z hat der Coefficient ßi entweder den Theiler l+2f oder 1— 2f. 
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Als Zahlenbeispiel diene 

1) ^ = 29, j? = -5+2i. 

Z = -•((l+2i>*-l)(a5«+(2+8i)aj*+l). 

2) ^ = 53, T] = 7-2i. 

Z = ((l+2i)x*-l)((2+0x'^*+(4O+3»)iF'« 

+(-20+660a;"-(152+660a;*+(34-3i>*-i). 

Die jetzt beendete Untersuchung betraf den Fall ^ = 8f»-l-5. Wen- 
den wir uns jetzt dem anderen Falle zu, 

q = 8m+l. 
Hier hat die erste Zerlegnngsgleichung die Form: 

(24.) Y+]f^Z = (x*-ytX^*-yl) . . . (a:*-y*_,). 

Setzen wir 



X* = l+2«i. 



so wird 



2Y = (2i)^ j/7(«-«,,)+i7(ii-«,,+0(, 

und da die symmetrischen Functionen der u ganze Zahlen sind, so folgt 
wie früher, dass Y und Z mindestens den Theiler 

(1+0^"' 

erhalten, wenn man x* durch l+2tii ersetzt. Aber in diesem Falle kann 
man doch noch weiter gehen. Aus der Gleichung 

kann man aus (24.), da .a = ^ = 2m ist, ableiten: 

(25.) F(1)+}^^Z(1) = (20". /7 ^^; • 

Ist nun ind(l+t) eine gerade Zahl, also l+t quadratischer Rest (mod.17), so 
wird einfach 

(26.) y(l) = (2t)^ Z(l) = 0. 

Ist dagegen l+t Nichtrest (moä.rf)^ so wird das Product der Reste, wenn 

r+}^z = 
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4 

die aus den Resten entstehende Gleichung ist, ^^mV+ßm^V} ^äs der Nicht- 

4 

reste- Wurzeln fa^rj—ß^^, also: 

4_ 

y(i)+y^z(i) = (2»r- (^''-''+<^"^)' = (2tr(/s„+aj^), 

da a^i;— /^ = 1 ist, s. o. Also hat man: 

(27.) F(l) = (2ir ./?., Z(l) = (2ir.«.. 

Als Zahlenbeispiele mögen dienen: 

y(l) = (20* = 32i, Z(l) = 0. 

2) (^) = -l' «'^l^' 1 = 1+41; 
r(l) = 16-8i, Z(l) = -4+8i. 
Nehmen wir a?* = — 1, so wird nach (24.) 

y(-l)4-i^^Z(-l) = (-!)"(!+/:) (l+y5)...(l+yL_0. 

Ist nun ( ) = 1, so wird wegen 

1+rl = (1+0' ''^^ 



y2r+ind (l+i) . y2rH-2ind (1+0 

Y(-~l)+l/7iZ(-l) = (-l)"'(l+i)^ 
also: 

(28.) y(-i) = (-i)-(i+o^ z(-i) = o. 

Ist dagegen ( )a=— 1, so wird für x* = —l 

r(-i)+y^z(-i) = (-i)-(i+o--^^^^ = (-i)'».(i+o-.77^. 

Nun ist 



Hieraus folgt , dass die Quadratwurzel aus ßm+^m}^V rational gezogen 
werden kann. Setzt man 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 1 . 9 
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80 werden die symmetriBchen Functionen der e^ nach Gleichung (7'.) game 
Zahlen. Also wird 

Mithin kann man sicher sein, dass ^(—1) und auch Z(— 1) den Multi- 
plicator (l+iy*"' hat. Nehmen wir an, es sei 

y(-i)+y^zc-i) = (i+ir-'(a:+»^^y), 

wo X und y ganze Zahlen sind. Dann folgt 

» 

Diese Annahme ist unstatthaft, wenn man x und y heide als ungerade 
voraussetzt. Durch Quadrirung ergieht sich nämlich, da ß^, a^ weder beide 
gerade noch beide ungerade sind, ein Widerspruch. Dagegen können x 
und y beide den Factor 1+t haben, ohne dass ein Widerspruch stattfindet 
Nehmen wir an 

r(-i) = (-lr(l+ir-^^M 

Z(-l) = (-l)-(l+,7-\«„, 
so folgt: 

(29.) «f,-i?iiS = 2f.f»-''^^+*\ 

In unserem Zahienbeispiel finden wir, 

1) wenn jr = 41, i? = 5+ 4t; 

y(-l) = -(1+0", Z(-l) = 0; 

2) wenn q — 17, ri = 1+4«, i» = 2: 

r(-l) = 4+12« = (l+,y(- 2-0, 
Z(-l) = -4-4« = (!+»•)*. 

Da für ^=10, ind(l+0 = 7 ist, so wird 

(2+0*-»? = 2. 
Endlich ist /3> = -4+2«, «„= 1-2» und 



l/_4+2«-+(l-20J/i? = ^^^jr^- 



1+' 

Der Nenner 1+«' tritt also wirklich auf; und somit kann y(— 1) und Z(— 1) 
allgemein keine höhere Potenz von 1+t enthalten als die oben gefundene 
(3m-l)te. 

Wir haben also folgende Sätze: 
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Ist 1+1 quadratischer Rest (fnod.tj) und q = 8m +1^ so hat Z den Theiler 

Ist 1+1 quadratischer Nichtrest (mod.rj), q = 8m+l, so liefern Y(—V) 
und 2(— 1) eine Auflösung der Gleichung: 

y(l) und Z(l) eine solche der Feilschen Gleichung. Zwischen beiden besteht 
die Beziehung, dass die erslere durch Quadrirung die letztere ergiebt. 

Ersetzt man in (24.) y; durch yr+mdo+o = — 7r~^Nr? so wird 
Y+V;,Z = nXx*+-^^^), wenn (^) = 1; 

y-l^Z = /7,(a.«+-(j^), wenn (i±i) = -1. 
Wir erhalten also im ersten Falle: 



OT— 1 



^'(tctv +yO = ^''— — ^^ 

U 

Nun ist /7(l-yt)= F(1)+>^Z(1) = (20"', also: 
setzen wir nun ä* = 1— 2f^ so wird 

(2.?- = nlii-(i-2{)rl)- 

Die rechte Seite ist nichts anderes als y( ^_^. ) + l/t]Z (yho^) vervielfacht 

mit (1— 20"*, der Werth rational, also Z = 0. Dasselbe ergiebt sich jfllr 
«^=l+2t, und daher der sehr merkwürdige Satz: 

Ist jr = 8m+l, (^-ti)=l, «0 enthäU Z die Theiler: 

l-x\ l+x\ l-'(l-2i)x\ l-(l+2f>*. 
Als Zahlenbeispiel wählen wir 

Z = •(l+0*(l~^*)(l+O(l-(l-2i>*)(l--(l+20(r*). 

Z ist also, allein durch unseren Satz, völlig gegeben. Dasselbe 
fast findet statt flir 9 = 49, 77 = — 7 , wie am Schlüsse unserer Abhandlung 
angegeben ist. 

9* 
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Im zweiten Falle, (— ^) = — 1, erhält man: 



(i-o^-ZiiX-^j^+yuO = 4 



m " 



m—t 

4 M 





Hier ist, wie wir oben (Gleichung (27.)) fanden: 

Setzen wir nnn z = 1— 2i, so wird 

r = 0, 1, ..., m— 1; wie immer. 
Nnn ist 

77(l-2»-yJ,)(l-2»-yU.) = <p(l-2i) = (-4^.»», 
wenn tj = i" (mod(— 1+20), 
folglich 

(-^T'Cß^+aJ^y^ = /7(l-2f-yt)'(l-(l-2»>t). 
Endlich ist 

yir — 1 + 2» y2r+ini(—l+1i) 

Hierans folgt: 

4^" . <* O^.. + «„. ÜJ M ^^'^'"^ ^-'^"^ = /7(l-2»-yt)\ 

Ist nun ind(— l+2f) gerade^ also — l+2f quadratischer Rest (mod.i/), so wird 

4^'".i*0?«+«^»^)^ = /7(l-2•-y*,)^ 

In diesem Falle ist h nach dem quadratischen Reciprocitätsgesetz eine 
gerade Zahl und, da 

y(l~2i)+l'^2(l-20 = /7(l-2«-yt) 

ganzzahlig ist, so geht aus (ßm+^m'^vT die Kubikwurzel rational heraus; der 
Nenner kann höchstens eine Potenz von l+i sein. 
Ist ind(— l+2t) ungerade^ so wird 

also unterscheidet sich 

y(i-2«)+»^^z(i-20 
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in diesem Falle nur dnrch einen Maltiplicator von 

y(-i)+»^z(-i). 

So ist für ^ = 17, Ti = l+4t 

Y(l-2i)+y^Z(l-2t) = i(l+0'(-2-«"+y^), 

Y(-i)+]f^z(-i) = (i+ty(-2-i+y^). 

Man kann durch vollständige Indnction beweisen, dass durch die Annahme 

X* = l+2t+« 
die Form ertheilt wird: (»*^»? mod.(l4-2»)) 

y(H-2f+») = (H-i)*''.t*+i«,(H-f)*''-*Ä+-.+»'', 

Xil+2i+») = (l+f)*''+«.(l+0*''"*»+-+'7»"- 
Setzt man also 8 = 4»^ so ist u noch eine gan»e Grösse. Hieraas kann 

man nnn wieder ähnliche Schlüsse ziehen wie oben. Es wird 

X* = 1+ 2«+ 4«, /r = 1+ 2f +4«,, 

Y+]/tjZ = 4:"XU — Uu)(u-^) • • • («— «»m-»)- 

Daher enthält 2 F mindestens den Factor 4"* = 2^"*, also 7(1+ 2t) mindestens 
den Factor 2*"^* oder (1+i)*"'"*. In unserem obigen Beispiele sahen wir 
sogar die siebente statt der so zn erwartenden sechsten Potenz auftreten. 

Zusammenstellung einiger Beispiele. 

Erste Zerlegung. 

<p(x*) = Y'-tiZ'. 

1) jj = -l+2t, 9 = 5.. 

y=x*, z = «. 

2) 77 = -3, 9 = 9. 
y=a?*4-3, Z = 2i. 

3) i7 = 34-2i, 9 = 13. 

Y = ««+ T^x", Z = f (1-(1 +20«*). 

4) jj = l+4i, 9=17. 

Y = x^-2(l+t)Tjx*+(l-2i)Ti, 

Z = 2»(3a;*+l+2f). 

5) i7 = -3+4i, 9 = 25. 

Y = a;*(ar*-l-2»7, Z = -(l-(l+2«>7. 

6) j7 = -5+2f, 9 = 29. 

y = aj'«+(-l+40»?x"'-(7+20'?a:*'+i?x^ 
Z = -i((l+2i>*-l)(a:''+(2+8«)a;*+l). 
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1) Ti = -1+61, q = 37. 

Z = t((H-20a?*-iy(a!»+(2+80a:*+l). 

8) »7 = 54-4«, 9 = 41. 

y = a;*'+(-5+10«)»?a!'^+(2-80»7a!"+(64-4t>a;»+(l-4«>x* 

+(-l+2.>, 

Z = t(l+0*(l-a;*)(l+ar*)(l-(l-20«*)(l-(l+2«>*> 

9) j? = 7-2», 9 = 53. 

y = aj*-(2+120»7a!^+(9-5O0»7x"+(84+120i)»/x" 

+(-115+54i>«"'+(14-44»>a^+(-l+2»')i?aj% 
Z = ((l+2i>*-l){(a?*+l)(aj'«4-36a!^*-122a!»+36x*4-l) 

4-(H-0(«*-1)(*"'+4x«4-70j^4-4x*4-1)}. 
Es ist: 

x'«4-36aj"-122a;»+36aj*+l = *,+16x**„ 
a.»64- 4x«+ 70«"+ 4x*+l = *j-16x**,. 
10) i7 = -7, 9 = 49. 
y = x»*+7(14a;*+21a:«*-44ar«+17;^-2x*4-3), 
Z = 8(l-x*)(l+x*)'(l-2a;*+5x"). 

Zweite Zerlegung. 
wenn q = 8f»+5; 

wenn q = 8f»4-l' 

1) 9 = 5. 

^ = x, ß=0, C=l, /) = 0. 

2) 9 = 9. 

A^x\ B = i, C = 0, Z) = 0. 

3) 9 = 13. 

^=aj», ß = xi, C=», D = l. 

4) q = 17. 

^ = x*-(l+«>,- ß = 3», C=l-4i, l> = -l-2i. 



Sehwering, Zerfällung der lemnitkatüchen Theilungsgleickung in vier Ftustoren. 71 

b) q = 29. 
A = x'+jjx», B = -3$x*-»(l-20ir, C = -i(d+2i)x*-i, 

D = -a.e+(l+2f)x*. 

6) g = 37. 

B = -(2+20a;'-(2+10«V, 
C = a!*+(10+160aJ*+l, 

7) 9 = 41. 

ß = (-2+40ar*+2«*, 

C = y(54-5iV+t(l-5iV+y(-3+0, 

Z) - -^(l+30x«+»*(l+0a'*+4(l-0- 

8) 9 = 49. 

^ + ß »^+ 0^2 y 7 + D /2 V'7"* •). 

^ = a;«+7(7aj«+17x*+l), 
Ä = 20a^+40x*+4, 
C = -21x''-50a?*-5, 
D = -9aj''-18a?*-l. 

Löst man die Petfsche Gleichung TS—t]Uo = 1 mit Hülfe der Lemniskaten- 
theilnng dorch Bestimmung der Functionen Y, Z, 

so erhttlt man folgende Lösungen: 

^ = 5, J7 = -l+2t, T„=l+f, üo=l. 

q = 9, r] = -3, T« = 2, U^=>i, 

q=lS, j? = 3+2i. Tu = -3+3», ü'„=-l+2i. 

9=17, »2 = 1+4», To = 2+4i, ü;,= -2-«. 



1 I * 

*) y2 ist durch « = ]/• = — -=- eingeschleppt. 
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T„ = 25+7i, ü;, = -5+10t. 

T„ = - 2 1 + 2 U, ü'o = 1 +12f. 

ro = 4+4t, £/„ = 2+i. 

T„ = -17-63f , I7u = 3+24i. 

7^, = -8, Ü» = -3». 

Bestimmt man nun für ^ = 8i»4-5 die Zahlen T,„ U» nach der Gleichung 
(16*.) gelehrten Methode und für g = Sm+l durch die Annahme To = /^m»» 
I7„ = tt^i, 80 ist die Klassenanzahl der quadratischen Formen mit complexen 
Coefficienten von der Determinante ij = D gegehen durch die Formel : 

H = 2iog ^c''.+';^^o) . 

Hier bedeuten T und U die kleinsten Lösungen der Pe/fechen Gleichung und 
es sind zugleich bezüglich der Vorzeichen von To, ülj, T, U gewisse Be- 
dingungen festzuhalten. Dies zeigt man durch zweckmässige Weiterftthrung 
der DirichletBchen Methoden. In allen den obigen Beispielen ist die lemnis- 
katische Lösung der PaZ/schen Gleichung zugleich die kleinste und darum 
jy= 2. Für iy = 54-4:1 sind die beiden einzigen verschiedenen reducirten 
Formen 

Um diese Verhältnisse genauer zu untersuchen, muss man die Quadratwurzel 
aus einer complexen Zahl in einen Kettenbruch entwickeln. Diese Betrach- 
tung liegt an mehreren Stellen der berühmten Dirichlet^chen Arbeit „Sur 
les formes quadratiques k coefficients et k ind^termin^es complexes^^ zu 
Grunde, wenn auch das Wort „ Kettenbruch ^^ nicht vorkommt Ich gestehe 
gern, dass ich dem Studium dieser DtncA/e/schen Arbeit, welche ich für 
den Neudruck durchzuarbeiten den angenehmen Auftrag hatte, die Anregung 
zu dem vorliegenden Aufsatze verdanke. 
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Neue geometrische Darstellung der lemniskatischen 

Function. 

(Von Herrn W, Krimphoff in Paderborn.) 

Uie durch die Forschungen von Gauss und Dirichlet so berühmt 
gewordene lemniskatische Function, welche neuerdings durch die Arbeiten 
Kroneckerü über singulare Moduln und die des Herrn Schwarz wiederum in 
den Vordergrund des mathematischen Interesses gerückt scheint, ist zwar aus 
geometrischen Untersuchungen zuerst entsprungen, aber der Lauf der Lemnis- 
kate giebt über den functionentheoretischen Charakter dieser Transcendente 
doch nur höchst ungenügenden Aufschluss. Zahlentheoretische Untersuchun- 
gen, auf welche ich durch die Arbeiten Kronecker^ (Zur Theorie der elliptischen 
Functionen, Sitzungsbericht vom 29. Juli 1886) und durch Rücksprache mit 
meinem wissenschaftlichen Freunde Schwering geführt worden bin, haben 
mich dagegen eine andere Methode gelehrt, welche zu den tiefer liegenden 
Eigenschaften dieser Function im innigsten Zusammenhange steht und 
dieselben in überraschend einfacher Weise geometrisch kenntlich macht. 

Ich habe einen Theil dieser Untersuchungen in meiner Doctor- 
Dissertation (Münster 1890) veröffentlicht und erlaube mir jetzt, den Kern 
derselben in gedrängter Kürze einem grösseren Publicum vorzulegen. 

§1. 
Es soll die Curve untersucht werden , welche definirt wird durch 
die Combination 

x+yi = sinam(fii+fit)ti, 

x—yi = sinam(m— iif)ti. (mod.Ä = i). 

Da die Gesetze für den allgemeinen Fall sich aus einem speciellen von 
selbst ergeben und da der Lauf einer derartigen Curve ein anschauliches 
Bild giebt, so habe ich den Fall m = 3, n = 2 gewählt. 
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Es sei also: 

x+yi = siiiam(3+2i)fi, 

x — yi = sinam(3— 2f)fi. 

Setzt man sin s^mu = k und entwickelt man sin am (3 + 2j) u nach dem 

Additionstheorem, so ergiebt sich: 

_ . __ . /^"+(- ll-10»> ' +(7+4 t) ^*4-3-2t 

X yt ^ '^ (3-2t)A"+C7+40Ä'+(-li-100Ä* + l ' 

Ans diesen beiden Formeln kann man o; and y einzeln berechnen. Man 

erhält für dieselben Brüche, deren Zähler vom 25ten, und deren Nenner 

vom 24ten Grade sind. Setzt man nun in die Gleichung der beliebigen 

geraden Linie 

ax+by+c = 

fUr X und y die bezüglichen Werthe ein, so erhält man eine Gleichung 
vom 25ten Grade in A^ d. h. geometrisch betrachtet: die Gerade hat mit 
der Curve 25 Punkte gemeinsam. Sie ist also von der 25ten Ordnung. 

Gleichfalls sind wir im Stande, die Anzahl der Doppelpunkte anzu- 
geben. Da nämlich die Curve vom Geschlecht Null ist, so hat sie 12.23 
oder 276 Doppelpunkte. Diese Anzahl wird jedoch reducirt durch das Ver- 
halten der unendlich fernen imaginären Kreispunkte zu der Curve. Mnlti- 
plicire ich nämlich die vorhin gegebenen Ausdrücke für x+yi und x— yi mit 
einander, so erhalte ich rechter Hand einen Ausdruck 26ten Grades in h, 
und links ergiebt sich x^+y^. Daraus folgt, dass irgend ein Kreis um den 
Ursprung mit der Curve nur 26 endliche Schnittpunkte hat, und dass so- 
mit die unendlich fernen imaginären Kreispunkte 12 -fache Punkte der 
Curve sind. Dadurch verringert sich ^die Anzahl der Doppelpunkte um 
132, und es bleiben 144. 

§2. 
Um die Gestalt der Curve zu ermitteln, berechne ich in folgender 
Weise die Coordinaten von verschiedenen Punkten. 
Es ist 



sin am 21 = 



2q* sin -^ -2q* sm ^^ +2g * sm -^ + 



l-f-2gcos-rr- +2^*008 — - -\-2q^cos—zz — |- 

K K MX 

Hierin ist q^e"^ (cf. meine Inaug.-Diss. §3 Formel (1.)). 
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Man findet mit Hülfe dieser Reihe die Werthe von sinam-J— 

für /i = 1, 2, ... 12. 

Um nun die Coordinaten zu finden, setze ich nach einander unter Be- 
nutzung des Additionstheorems die gewonnenen Werthe in die Grleichung 
a:±yi = sinam(3±2f)w ein. Es ergeben sich zwölf verschiedene Punkte. 
Es hat keinen Zweck, dem Argumente zunächst grössere Werthe als K zu 
geben, da sinam(2Ä'— ii) = sinamii ist Die Zeichnung veranschaulicht fol- 
gendes Resultat: 

„Für das Intervall der Werthe 
11 = bis 11 = Ä beschreibt der Punkt 
einen Bogen vom Coordinatenanfangs- 
punkt aus durch den ersten und vierten 
Quadranten, tritt darauf in den dritten 
und von da zurück durch den vierten 
Quadranten zum Punkte a: = 1, y = 0. 

Für die Werthe ii = /if bis ti = 2/ir 
beschreibt der Punkt denselben Zug 
rückwärts noch einmal.'' 

Neue Punkte gewinnen wir, 
wenn u die Argumente 2K bis SK an- 
nimmt Wegen der Formel 

8inam(2Ä'+ti) = — sinamti 
kommen die vorhin erhaltenen Coor- 
dinatenwerthe mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zum Vorschein. Wir haben 
also ferner: 

„Für die Werthe u^2K bis 3Ä beschreibt der Punkt einen zu dem 
vorigen symmetrischen Zug. 

Für die Werthe ti = 3Ä bis 4ff wird derselbe Curventheil rückwärts 
noch einmal beschrieben." 

Letzteres folgt sofort aus der Beziehung sinam(4Ä'— ti) = — sinamii. 
Grössere Werthe als ^K für u anzunehmen, ist wegen der Periode ^K über- 
flüssig. Es tritt hier der eigenthümliche Fall ein, dass eine algebraische 
Curve in sich selbst periodisch zurückläuft. 

Um auch den Verlauf der Curve für imaginäre Argumente festzu- 

10* 
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dtellen, wenden wir die Formel an: 

1 



sinam(iM+«Ä^— Ä^) = — 



smam« 



Man erhält so die reeiproken Parameter, and da die Coordinatenverbindnng 
x±yi wegen der Gleichung 

, . _ , ^"+(-ll±10i>^+(74:4t)^^+3+2f 
x±yt - n (34_20ä^'+(7+40A'+(-11±100A*+1 

gleichfalls die Gestalt . . annimmt, so ist klar, dass der nunmehr zu 

ermittelnde Curvenzug dem vorigen reciprok ist. Je zwei reeiproke Radien 
bilden aber nicht eine gerade Linie. 

Dieser reeiproke Theil verläuft nun also: 

„Der Punkt kommt aus dem Unendlichen im vierten Quadranten, 
wendet sich durch ihn und den ersten und den zweiten Quadranten und 
von da wiederum durch den ersten zum Punkte a: = 1 , y == 0. 

Zu diesem Curventheil giebt es ebenso wie früher noch einen 
symmetrischen." 

§3. 

Es sei noch auf den Weg verwiesen, auf welchem man zu den Doppel- 
punkten gelangt. 

Die Definitionsgleichungen lauten: 

^+yi = sin am (3+ 2t) 11, 
x — yi = sin am (3— 2t) ti. 

Zwei verschiedene Argumente führen nun im Allgemeinen zu zwei ver- 
schiedenen Punkten. Damit aber zwei wesentlich verschiedene Argumente 
u und f) denselben Punkt bestimmen, müssen noch neben den obigen Glei- 
chungen gleichzeitig folgende bestehen: 

x+yi = sinam(34-2i)t?, 
x^yi = sinam(3 — 2f)«j. 

Dies zieht nach sich, dass 

(3+ 2t) (««—<?) = einer ganzen Periode, 
(3— 2t)(tt+c) = einer halben Periode ist. 
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Hieraus kann man mit Leichtigkeit die sämmtlichen Argumente fUr die Doppel- 
punkte ableiten, wie ich es auch in meiner Dissertation ausgeführt habe. 

Die von mir angegebene geometrische Darstellung der lemniskatischen 
Function bewährt sich also, da eine ausgezeichnete geometrische Eigen- 
schaft derselben, nämlich das Verhalten der Doppelpunkte, die Perioden- 
theilung der lemniskatischen Function unmittelbar ergiebt. 

Weitere, höchst interessante Eigenschaften kann man bezüglich ihrer 
parallelen Tangenten nachweisen, wovon ich auch in meiner Dissertation 
ein Beispiel gegeben habe. 
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lieber die Function W(l:^ ^ p n) für singulare 

Werthe ihrer Parameter. 

O^on Herrn J. Thomae in Jena.) 



Jjei der Untersuchung der 6ai»»schen Reihe F(a^ b, c, «,) ergeben 
Bich, wenn in ihr a, b, c, ss endliche Grössen sind, diejenigen Fälle als 
singulare, besondere Betrachtungen nöthig machende, in denen das Element 
c, oder gewisse, bei den Fortsetzungen der Reihe auftretende lineare Ver- 
bindungen der Elemente a, b, c ganze Zahlen werden, oder, in Riemannfi 
Bezeichnung, wenn in der Function 

von den Exponentendiffereuzen a—a, /?—/:?', y~/' ^i**© ^der mehrere ganze 
Zahlen sind. Es wird in solchen Fällen die Darstellung gewisser Zweige 
der Function P eine wesentlich neue, die durch das Auftreten von Loga- 
rithmen charakterisirt wird. Die Periodicitätsmoduln der elliptischen Inte- 
grale erster und zweiter Gattung in Legendre& Normalform bilden ein ebenso 
bekanntes wie einfaches Beispiel für einen solchen Fall. 
Mit der etwas allgemeineren Function, 

welche die Recursionsformel 

= (n+a+lXn+a+l)W(n)+(n+2--(iXn + 2-iS')W(n+2) 

-(2«^+ii(«+a'+6--/9-/^0+(«+l)(«+l)+(2-/i)(2--/?0~y/)^^^ 
befriedigt, verhält es sich ganz ähnlich, nur ist die Mannigfaltigkeit der 
singulären Fälle noch etwas grösser, als bei der P- Function, weil nicht 
bloss Differenzen, sondern auch gewisse Summen von Parametern zu Singu- 
laritäten Veranlassung geben. Für den Logarithmus aber tritt die von 
Gauss mit V(n) bezeichnete Function ein, die übrigens auch schon bei den 
singulären Fällen der 6ai»«schen Reihe eine Rolle spielt. 
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Als Ergänzung meiner Arbeit über die Function W(n) in diesem 
Journale Bd. 87 S. 26 — 73 sollen hier solche singulären Fälle untersucht 
werden, und zwar diejenigen, in denen von den in Betracht kommenden 
Exponenten oder Parameterdifferenzen und Parametersummen eine eine 
ganze Zahl ist. Die Complication , dass mehrere solcher Differenzen oder 
Summen zugleich ganze Zahlen sind, soll vermieden werden. Uebrigens 
wird der Leser leicht erkennen, dass für viele der beizubringenden Formeln 
diese Beschränkung fortfallen kann, sie wird aber der Einfachheit halber 
gemacht. 

Da die nachfolgenden Betrachtungen eine Ergänzung jener Arbeit 
im 87ten Bande bilden, so soll hier nicht bloss die dort angewandte Be- 
zeichnung im Allgemeinen beibehalten werden, sondern der gegenwärtige 
Aufsatz soll auch in Numerirung der Artikel und Formeln als Fortsetzung 
jener behandelt werden, wodurch die Rückverweisung erleichtert wird.*) 

Wird a = a, so bleiben die Zweige der Paare W%, W"!^; Wl, Wl 
nicht unabhängig von einander, es müssen für je einen Zweig jedes Paares 
Ersatzzweige gefunden werden. Im Art. 14 werden zehn Formen des posi- 
tiven a- Ersatzzweiges, im Art. 15 zehn Formen des negativen a-Ersatz- 
zweiges aufgestellt Im Art. 16 wird die Darstellung eines /?- Zweiges 
durch den Zweig W% und den zugehörigen Ersatzzweig geliefert, wenn 
a' = a— y ist, und damit zugleich eben jener Ersatzzweig nicht bloss mehr 
für den Fall a— a' = 0, sondern auch für den Fall er — a' = i/ gefunden. 
Im Art. 17 werden /3-Zweige durch den negativen a -Zweig und den zu- 
gehörigen Ersatzzweig für «— a' = i/ dargestellt. 

Wird a+(i gleich einer ganzen Zahl v, so treten gewisse sonst 
unabhängige Zweige in lineare Abhängigkeit zu einander, und es müssen 
für diese Ersatzzweige gefunden werden. Damit beschäftigt sich der Art. 18. 
Der Fall, dass /?—/?' = i/ ist, kann aus dem a— er' = i/ durch blosse 
Buchstabenvertauschung abgeleitet werden, und bedarf daher keiner weiteren 
Untersuchung. Anders verhält es sich, wenn y' = y-i/ wird. Im Art. 19 
werden zunächst für y' = y zehn positive und zehn negative y- Ersatzzweige 
gegeben, im Art. 20 werden «-Zweige und /9- Zweige durch einen y- Zweig 
und einen y- Ersatzzweig dargestellt, wenn y'=y— i/ ist. Der Art. 21 leitet 



•) In der letzten der Formeln (34.) im Art. 6 ist in der F- Function das vierte 
Element y durch l~y' zu ersetzen. 
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durch Grenzübergang Formeln her, die sich auf die Gau^^sche Reihe oder 
die Riemann&che P-Fanction beziehen in dem Falle, dass darin gewisse Ex- 
ponentendifferenzen ganze Zahlen werden, was das Auftreten logarithmischer 
Glieder zur Folge hat. Dabei findet sich Gelegenheit, gefundene Resultate 
mit Formeln von Gauss zu vergleichen. 

Die Facultät einer Zahl soll nicht wie frtther dun^h //(s), sondern 
durch facz gekennzeichnet werden, und es mögen auch zur Abkürzung 
einige neue Bezeichnungen eingeführt werden. Es werde für ganze m 

(l, m) = fac(X+m-l) : fac(l-l) = A(A+1) . . . (A+m-1), (A, 0) = 1 

gesetzt, und der Buchstabe @ werde mit einem nachfolgenden m typisch 
zur Bezeichnung einer unendlichen Summe nach Massgabe der Gleichung 

(Bf(m) = f(0)+f(l)+f(2)+"' in infinitum 

gebraucht. Unter v werde immer eine positive ganze Zahl einschliesslich 
der Null verstanden. Ferner macht sich hier das Bedllrfniss geltend nach 
einer Bezeichnung von Reihen, welche aus der Reihe 

/a, a\ a"\ _ ^ y. . _ ^ (h+ b, fnXh + b\ m)( A + 6^ m) _ 

dem Wesen nach durch partielle Differentiation entstehen, flir Reihen, in 
denen neben den Facultäten noch ¥^-Functionen ((6.) Art. 1) im allgemeinen 
Gliede vorkommen. Um diesem Bedürfnisse entgegenzukommen, soll 

F,(^;; ;!; JÜ) = @y(m)(¥^(A+6+iii-l)+¥>-(Ä-a+m)), 

F,Q_^ 6V', 6") = ©y(m)(y-(A+fe'+m-l)-nÄ+6 + m-l)) 

u. s. w. sein. Dabei ist Y(fn) nur eine augenblickliche Abkürzung. Der 
Index h wird einfach fortgelassen, wenn er Null ist, was hier meist statt 
hat. — Die Reihen F, in denen den Elementen a, b, ... Indices +, — an- 
gehängt sind, convergiren im Allgemeinen unter denselben Bedingungen wie 
die entsprechenden Reihen ohne Indices, weil die Function V(c+m) mit 
wachsenden m nur wie logw wächst. — Ferner werde 
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gesetzt, worin M=M(0) und 



Uff s _ fac(h+b+m—l)fac(h+b'+m-l)fac(h+b"+m-l) 



za nehmen ist, und ähnlich sei 



<r^(0, «'» ^^ ^ fac(b-l)fac(P' - 1) j,/0, a' \ 

= fac(b'-l)fac(J}'--l)F(b, b\ 1-a', z):fac(^-a), 

^*V6, 6!,, W-^^^Vfr, 6V, 6'V""~ör'^"öP öa' 
U. 8. W. 



Art. 14. Ersatz für den Zweig W^^ wenn a— a' = ist. 

Der Fall werde als erster behandelt, dass a—a' = v ist, im Uebrigen 
aber werden die Exponenten a, «', ß, ß\ y, y als nicht singnlär voraus- 
gesetzt. Alsdann sind alle ß- und y-Zweige der Function W in den Formen 
wie sie früher gefunden sind, unmittelbar brauchbar und von einander un- 
abhängig, so dass sich durch zwei unter ihnen alle übrigen ausdrücken 
lassen. Anders verhält es sich jedoch mit den Zweigpaaren W^^ W^; 
Wl^ Wl\ Ist y = 0, so erhellt unmittelbar aus den Darstellungen dieser 
Zweige (Art. 4 und Art. 5), dass sie paarweise einander gleich werden, und 
dass also ein Paar zur vollständigen Darstellung der Function W nicht 
dienen kann. Ist r nicht gleich Null, so lässt sich aus den Darstel- 
lungen (Art. 4 (30.)) 

lya ^ p(0, «+/9-V, «+/^ -v\ ^ra' ^ p(0, ff+A ct+ß' \ 

nicht ohne Weiteres erkennen, dass diese Zweige von einander abhängig 
sind, dass sie sich nur durch einen constanten oder in n periodischen Factor 
unterscheiden, und daher zur vollständigen Darstellung von W nicht aus- 
reichen. Wählen wir aber zur Darstellung von W^' den Ausdruck 

_ fac(-^a^ß') fac( n+a*) p( 0, a+ß, a^a' \ 

^'^+ fac(a'-a)fac(n-ß') '^W+ß'+y, a'+ß' + r\ -a-J' 

der, weil er für a—a'^v in der Form 0.cx> erscheint, in eine Reihe auf- 
zulösen, etwa in der Form zu schreiben ist 

^,, ^ fac(^a-ß')fac(n + a ') ^ (a'+ß' +r, mXa' + /f+y\ m)(^a~yi, m) 
■^ fac^n—ßi) facmfac(a' --ai-mXl—a — /J, tri) ' 
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SO wird die Abhängigkeit leicht erkennbar. Da nämlich fttr a' ^^a—v die 
ersten v Glieder dieser Reihe verschwinden, so kann man hinter @ m+v 
für m, (i' + Vy ^)-(^^0 flir (A, m+v) setzen, wodurch man die Beziehung erhält: 

+ ^ ^ " (v-fl, m)(l, m)(v+l— a-/9, m) 

0, —V, a + /9— V 



^ c f( ^' ""^' «+/^-^^ 



wenn 



ist. Dieser Ausdruck für W% unterscheidet sich von der entsprechenden 
Darstellung des Zweiges W^ (Art. 4 (30.) zweite Form) 

-^ facvfac(n- ß') \a+ß'+y, «+/?+/, v--a—nJ 

nur durch einen constanten, d. h. von n unabhängigen Factor und zwar ist 
für a' = a — v 

(106.) W% = (-l)-(«+/y+.-v. .>)(>»+ff^+/-v, V) ^., 

^ '' ^ (1 — o— /», v)(l— a— jX, j>) + 

Wenn man hieraus, am lauter unabhängige Grössen zu erhalten, y' 
mittels der Gleichung 

a-\-a'+ß+ß'+y+y = 2a-v+/i+ß'+y+y' = 1 

entfernt, wenn man {~iy(a+ß'+y—v, v) durch (l—a—ß'—y, v) ersetzt, 
für W die erste der Formen unter (30.) wählt, so gewinnt man die Gleichung 

-0, a+ß, «4-/J' 



(107.) 



p(^, a+p, «+P ^ 

V, l-2a-ß—ß'—y^v, —a—J 

^ (l-a-/g-y, vXl-a-ß'-r, t>) p/O. n+ß-v, a+ß'-v\ 

(1-a-ß, v)(\-a-P, v) '^ V, l-2«-/J-/S'-r+f, v-a-nJ 



oder 

0, a', 



(107\) 



' V6, b\ l-o'-o"-6+»/ 

_ (l-a'-&, y Xl-o" -&, V) jf(0, a'-v, a"-* \ 

- (i_o', j/)(i_ö", v) '^Vfc, 6'+y, l_o'-o"— 6+v>'" 



Ftfr y = sind diese Gleichungen evident, für v = 1 aber stimmt (107".) 



Thomae, über eine RecursionsformeL 83 

mit der Gleichung (81*.) des Art. 11 

+^(,+'1, t'+l, "';-')K«'+a"+H6"-2) = 

Uberein, wenn in letzterer o'+o"+6+6"— 2 = 0, also 6" =2— o'— o"— 6 ge- 
setzt wird. 

Da also W+ und W^. als von einander linear abhängig, die all- 
gemeine Function W nicht darzustellen vermögen, so muss man für einen 
dieser Zweige, etwa für W^ nach einem Ersatz suchen, der als zweiter 
positiver «-Zweig der Function W gelten kann. Für jeden Zweig sind 
zehn einander gleiche, aber in der Form und ihren Convergenzbereichen 
verschiedene Darstellungen durch hypergeometrische Reihen in den früheren 
Artikeln von mir angegeben, deren jeder eine Form des Ersatzzweiges ent- 
spricht. Will man nicht bloss einen solchen Ersatzzweig in zehn verschie- 
denen Formen aufstellen, sondern sollen diese zugleich auch unmittelbar 
unter einander gleich sein, so erhält man für ein beliebiges v sehr umfang- 
reiche Formeln. Aus diesem Grunde soll ein Ersatzzweig für fFJ', wenn 
V beliebig ist, erst an späterer Stelle gegeben werden. Hier sollen aber 
für i' = die zehn einander gleichen , in der Form verschiedenen Ersatz- 
zweige aufgestellt werden, und zwar wollen wir die Bezeichnung des Er- 
satzzweiges durch die Gleichung festlegen 

(108.) WX^"" = lim4-(WX^^'-'-'WX=^-'0' 

Dass dieser Grenzwerth, falls er existirt, eine Lösung der Recursionsformel 
(19.) des Art. 2 giebt, bedarf keiner Erörterung. Die Ausführung des 
Grenzüberganges bietet ebenfalls keine Schwierigkeiten, wenn man beachtet, 
dass dlogfaci : dz = W(z) ist. Für eine dieser zehn Formen soll jedoch 
dieser Grenzübergang wirklich durchgerechnet werden. Wir wählen dazu 
die zweite der im Art. 4 unter (30.) gegebenen Formen, 

worin 5") 5" und 

11* 
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A' = fac(—tt-fi)fac(—a—ß')fac(n+a)fac(n+a '') 



8m(«+o-|-l)« 



1) n ' 

. ^ fac(-a'-ß)fac(-a'—/3')fa c(n+a )fac(n +a') 8i n(n + a'4-l)g 
fac(n-ß')fac(a+/3'+r-iyfac(a+ß'+r'-iy n 

aagenblickliche Abkttrzangen sind. In dieser Schreibweise hat man 
Ist nan 

Y^m e) = /'<'*^(<*+/^+y+'"-*— l)/'ac(«+/y +y '+"'-«— lyacC»»— c— »— *— 1) 
^ ' ^ facmfac(m-2e)fac(m-a-ß-t) ' 

Y(m, 0) = Y(tn), and ist rj eine mit e verschwindende Grösse, so hat man 

- 2*Ü^(.„+^.+y_, a+ß' + y'., -a-„J + '1- 

Wird ferner für a = a\ A = Ä = -4,, gesetzt, so ist für «' = «—*, a = a + c: 
worin i?', ly" mit s verschwinden. Nach diesen Vorbereitungen fliesst aus (108.) 

[ wa' = « ^ fac(—a-' /r)fac(n + a ) p( 0+, 0+, a+/9+ \ 

(109.) "■ facdn-n "^^a + ß + r-, «-r/9'+/-, -«-n_>' 

I +(^ctg(n+a)7i+ ?F(a+/3'+;/^l)+ ^P(^a+ß'+y^l)^ W{^a^ß)-^ ?p(-«^^')) JfT; 



+1 



worin nun 



^, _ fac(n+a)fac(-a-ß ') p( 0, 0, a+ß \ 

''+ ~ fac(n^ß^) '^Ka + ß^+y, «+/?+/, -a~n>' 

ist. Der W^" enthaltende Theil könnte, wenn es sich nur um eine Ersatz- 
lösuug der Recursionsformel (19.) handelte, weggelassen werden, weil er 
sich von der particulärcn Lösung W^ nur durch einen in n periodischen 
Factor unterscheidet. Die Eigenschaft aber, ungeändert zu bleiben, wenn 
man nicht bloss y mit y, sondern auch li mit ß' vertauscht, kommt nur dem 
Aggregat, nicht den einzelnen Theilen zu. — Es folgen nun die zehn, 
formal und in ihren Couvergenzbedingungen verschiedenen, analytisch aber 
einander gleichen Formen des Ersatzzweiges WX"^"- in der den Formen 
(30.) entsprechenden Reihenfolge. 



(110.) 
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W'-' = (¥'(-«-„-i)-?P(-«-/3)-?F(-„_/3'))fr«+F(^; "+f^' _^+_f;_) 

= (nctg(n+a)n+ F(«4./3'+y_l)+ ¥f(«4./J'+y'_l)_ V(-a-ß)- V(-a-ß')) W^ 

fac(-a-/?)fac(n+a) ( 0+, 0+, «+/?+ \ 

■^ fac(n-ßf) ' ^a+zf+y-, «+/?'+/_, -«-n_>' 

fac(-a -lJ)fac(n+a) „/ 0+, 0+, a+zS^ \ 

fac(n-ß) ^o+/?+y-, «+/?+/-, -«-n_>' 

= (?P(_a-«_l)_¥'(-a-/3)_«P(-a-/J'))W7- 



+ 



fac(—a—ß)fac( — a—ß^')fac(n-{-a) 



0, — o— y— n+, — a — / — ii+\ 



flc(»+gj p( 0, — a 

/ac(o4-y+«)/oc(o+y'4-n)/bc(— «— n— i) Vn4-a+l_, «— /9+1, n— /S'+l '^ 



= (?P(-a_/3'_y)+?F(_«_/?_/)_¥'(_«_/J)_y(_a_/3')_?F(„-f-o))W^; 



-\--F-. 



fac(—a—^)fac(n-{-a) 



p(^. 



0, «+/?+, — a-y— n 



—a-y—n+\ 



= (W(i-a-ß'-y')-^W(-a-l3-y)-V(-a-ß)-V(-a-ß')-W(n + a))W^ 
, fac(-a-ß')fac(n+a) /O, «+/?+, -«-y'-n+N 

= {V(-a-ß-y)+V(-a-ß'-y)-V(-a~ß)-W(-a-ß')-9(n+a))WZ 



+ 



fac(—a— ß)fac(u-\-a) 



p(0, «+/?'+, — a— y-ii+\ 



fac(^—a—ß—y)fac(a-i-y+n) ' Vy. «+/*+y- 

fac(-a—ß)fac(n4-a) ^^0, o+ZJ^, -o-y'-n+\ 



+ 



'; p(0, a+Pu -«-y'-n+N 

''+n) ' V', «+/»+yL, «-/y+l /' 



/^oc(-a-/S-y')rac(a+y' 

= {W(^-a-ß'-y)+V{-a-ß-Y)-V{-a-ß)-V{-a-ß'))Wl 

fac(-a-ß)fac(-a-ß)fac(n+a) / 0+, 0^, -a-j''-n+\ 

fac(y—l)fac(a+y'+n) Va+/?+yL, a+/J'+/_, n+a+l. / 



+ 



= (!P(-a-/5f'-/)+?P(-a-/3-/)-?P(-o-/3)-¥(-a-/?'))fy« 

fa c(-a-ß)fac ( -a-ß')fac(n+a) „/ 0+, 0+, -o-y- 

"^ /■ac(y'-l)/-ac(a+y+n) Va-^^^-y,, a^.^+y_, „+a-|-l 



— a — y — n+N 



Art. 15. Ersatz für den Zweig W^, wenn a' = o ist. 

Die Zweige W^l und W' unterscheiden sich ebenfalls von einander 
nur durch einen constanten oder in « periodischen Factor, wenn a—a'=:v 
ist, so dass fttr einen dieser Zweige, etwa für Wf ein Ersatz zu suchen 
ist, der mit dem andern Wl zusammengenommen im Stande ist, W voll- 
ständig darzustellen. Die Herstellung eines solchen Ersatzzweiges für ein 
beliebiges v wird an späterer Stelle gegeben. In diesem Artikel sollen die 
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(112.) 



zehn einander analytisch gleichen, in der Form und den Convergenzbedin- 
gungen aber verschiedenen Ausdrücke für den Ersatzzweig gegeben werden, 
wenn a=:a' ist. Die entsprechenden Formeln für ein beliebiges v würden umfang- 
reicher ausfallen, aber nach derselben Methode erhalten werden. Der Ersatz- 
zweig wird aus dem zugleich die Bezeichnung bestimmenden Grenzwerthe 

(111.) lim J-(H^l'="-'-»^-="^0 = Wl'=^ 

gewonnen. Die Formeln folgen in der Ordnung, dass sie den Ausdrücken 
(31.) des Art. 5 der Reihe nach entsprechen. Da der Factor 

fac{-y)fac{-y')fac(ß-n-l)fac(ß'-n-l) : /ac(-«-«-l) 
in diesen Formeln mehrfach vorkommt, so mag derselbe zur Abkürzung mit 
g bezeichnet werden. So erhalten wir die Formeln 

fri' = " = (?F(-«-/?'-y)+¥'(-a-/3'-/)-7ictg(«+a)7i)»yi 

g:fac(a+ß) „/ 0+, 0+, -a-ß^\ 

"^ ~fac(ß'-n-l) \a-}-ß+y^, o + /?+y'_, o+«+l_/ 

= {W(-a-ß-'y')+V(-a-ß-y)-nctg(u+a)n)Wl 

g: fac(a+ß') „( 0+, 0+, -a-ß+ 

^ fac(ß-n-l)'^^a + ß+y., a+ß+yL, a + n+l_. 

^ ^ fac{a+p)fac{a+/f) ^1— y, 1— y, a+n+l..^ 

^ ' ■' fac{—a — y—n)fac(^—a—y — «) ^ß—n, ß—n, — o— n_ / 

= (W(-a-ß-y)+V(-a-ß'-y'))W'L 

, g; fac(— y ) / 0+, 0+, a+y'+n+N 

"^ fac(—a-y'—n) ^a+ß+y., a+/S'+y_, — o— fi_ / 

= (V(-a-ß-y)+V(-a-ß'-y))Wl 

0+, 



) 



g-.facC-y') ^r 0+, 0+, a+y+n+\ 



= (¥r(_«_y5_y)4. «p(_a_/9'_y')_ xp(-a-n-V))Wt. 

r-fac(a+ß) / 0, -a-ß+, a-\-y'+n+-^ 

fac(-a-ß-y)fac(-a-y'-n) ' \a+ß-\-y_, 1-/, ß-n 



+ 






+ •>- 



= (W(-a-ß-y)+'F(-a-ß'-y)-'F(-a-n-V))Wl 

g : fac(tt-\- ß) „/ 0, —a—ß+, o+y+n+V 

fae(-a-ß-y')fac(-ä-y-ny \«+/J+y'_, 1-y, ß-n ) 

= (¥'(-a-/9'-y)+ ¥^(-«-/?-/)- ¥(-«-«- 1)) W^- 

gifac{a^ß') ^( 0, -«-/S;, «+/+«+>. 



■^ "/■ac(-o- ß-yjfac(-a-y'-n) Va+/J'+y_, 1-; 
= («F(_a-/i'_/)-f-y'(-«-/3-y)-«P(-a-ft-l))»y^ 



j g:fa c(a+ß) „/ 0, -a-ß+, a+y-\-n+\ 

"^ fac(—a—ß'—y'-)fac(-a-y-n) \a+ß-{-y'_, 1— y, ß'-n J 
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Art. 16, Beziehungen zwischen W%, W%~''^' und anderen Zweigen. 
Jeder ß- and jeder y-Zweig läsat sich darch die beiden Zweige 
W^, W^^'^' ausdrücken, die von einander linear unabhängig sind. Bei 
Aofstellung dieser Bezeichnungen lassen wir die Beschränkung v = fallen, 
und gelangen so beiläufig zu dem Ergänzungszweige w^^"'" im allge- 
meinen Falle, gegenüber der Annahme des Art 14, dass v = sei. Zuerst 
behandeln wir die Gleichung 

deren Coefficienten (ß, «), (/?, «') im Art. 8 unter (55.) stehen, nnd setzen 

_ /iic(- «' -<?)f(ic(- »'-y)fai;(» + .)fac(B+.')sin(ii+ .' + l)« 

, _ foc(-.-fffoc(- a-< ?)/<ic (iH-.)<iic( .i+.')amCn+»+l)« 
n/Vic(n-«/oc(o' + /5' + ).-l)/-oc(o'+/J'+,'-l) 

Dann ist 

- + „ .iD(<.+/y+y)asiD(.+^+y') » 

yi, itJA - U sin(.'-a)» ' 

- * _ MnC.'+ir+l-)»siii(.'+f +)■■)» 
ijj,a) - u sinfa-o')» ' 

„ _ foc(-»-|8')fae(-i.'-y)c08ec (B- |8);t 

fac(-«-»-l)fac(-o'->i-l)fiic(ii-/!') ' 

und es ist die Gleichung zu behandeln 

\"- - " 5m(a'-«)« *^«+/?+)', •+/»'+?', -»'-» J 

n 8in(<»'+/?+)')-am(«'+/y+/).. „/- 0, a+ß, <,-<,' \ 

8inCo-a')n " W+jS'+y, o'+zf+r', — « — nJ' 

In dieser Gleichung ersetzen wir a durch o+f, a' durch a—v—e^ um nach- 
her mit £ zur Grenze Null überzugehen. Es ist ersichtlich, dass man e 
im Factor D ohne Weiteres gleich Null setzen kann, dass nur die übrigen 
Grössen eine nShere Betrachtang und Umformung nöthig machen. Dabei 
mögen zur ÄbliUrznng mit tj, rf^ rj" Grössen bezeichnet werden, die mit fi 
verschwinden. So ist 



(113.) 
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sin(a+ß'+y) nBm(a + ß' +y)n _ co8(y— /)ff4-cos(a— tt^+iy--/y)ft 
8m(a'—a)n ~ 28in(a' — a)n 

^2si^-V>i 2siii(a-a')« + iSin(/?-/?)7f + 1? , 

"" facmfac(m—a—ß^€)fac(m — v— 2*) 

_ 0-l);'rin2*^ -=y;-i „ ^/ 2*, -v, a^/J+e-yv 

WO zur Abkürzung gesetzt ist 

~~^ • 

(-'iy'facmfac(tn—a—ß) : fac(v— m— 1) 



wt 



Setzt man diese Ausdrücke in (113.) ein, so ergiebt sieh 



(114) 



1 ^ m = v— 1 

+i(-i)'»(««ö-p->+'=<'»(/'-«")5(„+;;,.,,Hr;;v.,:lf:::). 



worin nun 

j^ _ /"acC — a'-ß)fac('-a—ß + v)cosec(n—ß)n 
^ fac{ — a—n—iyfac(V'-a'-'n'-l)fac(n—ß) 

ist. Für 1^=0 vereinfacht sich die Formel dadurch erheblich, dass aus 
ihr die endliche Summe F^ ganz herausfällt. Aber auch sonst lässt sich 
die Formel vereinfachen, wenn man für W^ (und entsprechend flir W^*) 
nicht die zweite, sondern die dritte der Formen unter (30.) nimmt. Da- 
durch erhält man 



(114*.) 



jyft ^ fac(v-a-ß')fac(v-~-l)fac(ß-n-l) ^ 

"" fac(y^a—ß'-Y)fac(y-'a—ß' — y)fac( — n— a+f— 1) 

0^, «+/?'-v+, -v^ 



WO Gy die Summe der ersten v Glieder der Reihe 
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bedeutet und 

'— w — a— -1) 

T 

ist. — Auf den Fall y = beschränke ich mich bei Herleitung einer weiteren 
Beziehung zwischen drei Zweigen, nämlich der Beziehung, welche aus der 



j — . f(ic(—a—ß')fac(v^a — ß')fac(ß^n'-l):fac(—n'-a—l)fac(v--n—a' 



Gleichung 



Wi = (ß, hm+(ßy hwx 



flir a' = a entspringt. Zur Darstellung von W^ und WX wählen wir dies- 
mal die vorletzte der unter (30.) stehenden Formen, so dass 






B = 



fac(-^a'-ß)fac(^a'--ß') 



fac(y-l)/-ac(«-|-/?+/-l)fac(a+/J'+/-l) ' 
ijf ^ fa c{—a'- ß)fac{-a—P) 

; + E8inC« + Ä«siii(a+/y+/)« 

^ ^ ^ 8in(a— a );i 

E = —fac(—)^):Qinynfac(—a''ß'-'y)fac(—a''-ß'-y) 

ist. Setzen wir nun a+c fllr a, a—e für «', und schreiben, um den Grenz- 
übergang 6 = auszuführen, 

wo zur Abkürzung 

ly ^^a+ß+y'±€, a+ß' + y±6, n+a+l±6 >> 

gesetzt ist, und beachten, dass 

8in(a+/:?)7isin(a + /?'+/)7i— sin(« +/?)7isin(«'+/?' + /)7i = sin;^7isin(a — a')7r 
ist, so folgt hieraus 



(115.) 



-£,,„(.+/j),si„(«+/3'-H'>gC/;;,,^ .^;,- -Zi'i".*)' 



E = — /oc(--y):sin/7r/oc(---«--/?'— y)/ac(--a— /?'-y). 
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Art. 17. Darstellung der Zweige Wi, Wi durch die Zweige Wl, W^^'"'^ 

Um die Zweige WL, W^l durch den Zweig Wt und den Ersatzzweig 
y^ra^^a-y auszudrückeu, haben wir von den Formeln 

auszugehen. Im ersten Falle wählen wir zur Darstellung der Zweige Wt, 
W^ die erste der unter (31.) stehenden Formen dieser Gebilde und schreiben 

rr- - ^ tf (,„-+^+y, a'+ß+Y'. a'+n+U ~ "^ ^ > 
. __ fac^ — y)fae(^—y')fac(^ß—n—\)svD.(jn-\-a-VV)n 

, _ fac{-r)fac i-r')faciß - n-l)am i n-\-a' + \) n 
^ ~ "nfac(-a-ß'-Y'yfac(-a-ß'-Y) 

Es sind also hier A, Ä so wie das noch einzuführende D andere Abkür- 
zungen, als im vorigen Artikel. Weiter ist 

^a ~x j Dsin(n + a+l) n - ,. , _ Z?sin(ii+a' + l)?t 

(J3, a)Ji- „8in(«+|g')„sin(o^a')« ' ^' ' ^ «rsin(a'+/J')nsm(a'-o)n ' 

^ ^ faci-Y)fac(^-Y')fac(iß-n-\):fac{a+ß'-\)fac{a'+ß'-l) 



fac(-a-ß'-Y)fac(-a'-ß'-Y)fac(-a-ß'-Y')fae(-a'-ß--Y') 

Der Zweigdarstellung W^ geben wir die Form 

W"' = |'(g/'flc (a'+/?+y +OT-l)fa<«' + /? ty' + »"-l) / -ac(tt'+»+m) 
" facmfac(m-\-a' — a)fac(m-\-a' +ß) 

_ A'sin(a-a') n-=^-' , rrtf -"« a-a'-v, -a'-ß-v\ 

worin H^ die Abkürzung bedeutet: 

/"oc(a'+/?4-y+»i-l)/ac(a'+/?+y'+»n-iyacCa' + B+m) 



Um — 



(—iy"facmfac(m-j-a'+ß):fac(a-a'—m—l) 



Die Gleichung Wt = (ß, a)yV'L-\-(ß, ci')Wl schreiben wir zunächst in 
der Form 

71 tn = (I 



sodann ersetzen wir « durch a-\-e, «' durch a— v— c, und gehen mit e zur 
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Grenze Null über, so erhalten wir die Beziehung 

^^ _ Dsin(n''ß')n ^/ 0, -r, -a^ß\ 



(116.) 






worin 



„ _ /'ac(g + /?+y+m— y— l)/^nc (tt+/g+/+yw— v - -l)/'ac(g+m+w— y) 

ist. — Der zur Darstellung von Wl durch W^^ FKl'"" nöthige Coefficient 

(ßyOt) findet sich in den früheren Artikeln nicht unmittelbar vor; man ge- 
langt zu demselben durch folgende Betrachtung. Ersetzt man die Buchstaben 

durch 

-ß', -ß, -«', ~«, 1-/. 1-/. «. 
so verwandelt sich 

wa :„ w^' C8in(w^/?);isiD(«-/y)y r 

fY+ 111 fY+. ^\j^^n+a)nsin{n+a')nfac{a'\-ß)fac(a'+ß) ' 

Wl in W^fac(a+[T)fac(a^ß') : C, W^ in »r5/iic(a'+/?)/ac(a'+/?') : C, 
wo 

fac(— a—n^l)fac(— a' — n — 1) 

ist. Nimmt man diese Buchstabenvertauschung in der Gleichung (vgl. (56.)) 



w^ = («, ß)wi+(a, ß')Wf: 



vor, so findet man 



/liHN //^ ^N __ gico8 ec (ft^— a)ytsiD(w -/9);i 

K^^'-J Klh «; - ^ac(-„~/y--y')7ac(---a-'/?'--y)sin(« + a+l)7i 

Nun setzen wir 



+ — 



+ - + — 

(Ji, a)A = G : 8'm(a'—a)n, Qi, a')Ä = G : 8in(a — a')7r, 



G = 



— nfac(-Y)fac(—Y")fac(n—ß) 



fac(-a-ß'-Y)lac(-a'-ß'-Y)fac(i-a-ß'-Y')faci-a'-ß'-Y') 

12* 
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+ - + — 



Da (ß,a)A+0ya)A verschwindet, so ist 

Setzen wir «— v— € für «', a+e flir a und gehen mit e zur Grenze Null 
über, so erhalten wir die Gleichung 



(118.) 



G = 



nfac(-Y)fac(-y) : fac(n-ß) 



Art. 18. Der Fall a+/9 = v. 

Nachdem Ersatzzweige gefunden sind, falls a—a eine ganze Zahl 
ist, könnte man dazu schreiten, eben solche aufzustellen, falls ß—ß' eine 
ganze Zahl ist. Die Formel ((16.) Art. 1) 

^0, f, ?, «) = K. 1 1 — >) - 

lässt jedoch erkennen, dass die Untersuchung dieses Falles von dem be- 
reits behandelten nicht wesentlich verschieden ist, dass sie vielmehr auf 
eine blosse Buchstabenvertauschung hinauslaufen würde, weshalb vom Ein- 
gehen auf diesen Fall abgesehen werden darf. 

Sodann kann der Fall untersucht werden, in welchem eine der Zahlen 
«+/^^ ^-^-ßs ^*+ßy f^'+ß' ganz ist Auch dieser lässt sich mittels der 
Formel (15.) des Art. 1 auf den schon behandelten zurückführen, jedoch 
auf weniger einfache Weise. Deshalb sollen Ergänzungszweige der Function 
ir aufgestellt werden, wenn «4-/? = r ist. In diesem Falle sind die Zweige 

fF- = F(^'^t'*- "tfi)- »- = F(^' ^t'^' ^+^ ) 

bez. von den Zweigen Wl^ W^ nur durch einen constanten Factor ver- 
schieden. Sie sind sogar zunächst illusorisch, indessen kann man ihnen 
solche Faetoren geben, dass sie brauchbar bleiben, aber sie sind dann eben 
von den angegebenen Zweigen nicht linear unabhängig, und es mnss nach 
ergänzenden Darstellungen gesucht werden. — Um zu möglichst einfachen 
Resultaten zu gelangen, setzen wir 

^ i -f 0, -a-ß. a'^a \ 

facdn-ß) ^"^Ka^ß^y^ «-i-r/, a+i.-i-l>'' 

<l.^^ - ll-i /- flrCy-l ^ry-l) _^ J 0, a^-ß. a+ß \ 

"" - faci-a-ß)fac{^a-rj Mn-ß) ^^V, y\ n^ß+lJ' 
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281, S93£! sind dann ebenfalls Lösungen der Recursionsformel (19.), and es 
muss für die zweite, wenn a+ß=^v ist, eine Ergänzungslösnng gefunden 
werden. Als eine solche ergiebt sich, wenn a durch a+f^ «' durch a'—e, 
ß durch — a+i^ ersetzt wird, der Grenzwerth 

Wir schreiben zunächst 



= CJ f 



jg/?' ^ g /ac(y+ifi-l)/'ac(/-fm~iyac(yi+m- /?) 
" facmfac(m—a'-'ß)fac(m—a' — ß)fac(n — ß) 



r/i = 



/ac(fi—/?)/'acfw/'ac(iii—ö'— /?)(—!)"* cosec(a+/9)« 

und setzen dann flir a, a\ ß bez. a+e, «'— t^ v— «, so erhalten wir als 
Ergänzungslösung flir W^ den Ausdruck 



(119.) 



lim -(2ö^'-2Bl) 

ff = * 



__ «=»;~i /ac(y+w— l)/ac(y'+w— l)/ac(«+m + a— v)/ac(v— w — 1) 
"" ( — !)"'+•' /(ic(n + a — v)facmfac(m+a —a' — v) 



m = Ü 



j J cvf 0+, — y+, «'— a+ \ 

Ferner sei 

^ /ac( — a — n — 1) " \y, y , — a — n^ 



= £ 

m=(J 



y 

^ fac(y-{-m — l)fac(y+m — V)fac(m — a— w — l)/(flc(a+/J— rm — 1) 



( — iy'fac( — ö — n — \)facmfac(m — a — ß*)nQ,o^Qc(jx-\-ß)n 

_, L_ l:('~'^' a-tß—v, a+ß'—v\ 

fac( — a — n — 1) ^^y+v, / + ^j '^ — « — n^' 

^^ = 1 jsf 0, ß--ß, -a-ßy 

""+ /•ac(_o_„_l) ^yKa + ß+Y, a + ßW, ß-» ^ 

Setzen wir wieder a+e, a'~e v—a bez. flir «, a', /?, so erhalten wir darch 
Grenzübergang « = für den Zweig WX als Ersatzzweig den Ansdruck 

liml(gg;'-gBi) 



(120.) 



f = 



__ '"^y;"^ /iacCy+m— l)/'flc(y'+w — l)fac(m—a — n — l)fac(v — m — 1) 
"" m=o (—1)«+.' fci^(^^ct—n—r)facmfac(m—a—ß') 

/■ac( — a — n — 1) "^y+V-, y' + V-, v^-a-^n^^ 




94 Thomae^ über eine Recursionsformel, 

Die Behandlung der Fälle, in denen «+/?', «'+/?, «'+/?' gleich v ist, er- 
fordert nur Buchstabenvertauschungen. 

Art. 19. Der Fall y-y' = 0. 

Die Zweige W^^, FK^'; PKi, H^r unterscheiden sich von den a- und 
/9-Zweigen hinsichtlich der Art ihrer Definition, welche auf das Verhalten 
dieser Zweige im Unendlichen gegründet ist, während bei der Definition der 
a- und /3-Zweige ihr Verschwinden, oder ihr Unendlichwerden in Punktfolgen 
massgebend war. Deshalb sollen diese Zweige ausführlicher behandelt werden. 
Ist y— y' = 1/, so müssen für W]^\ WH, welche Zweige sich in diesem Falle 
bezüglich von ff^, WL nur durch periodische Factoren unterscheiden, Er- 
gänzungszweige aufgefunden werden. Bei Aufstellung der je zehn Formen 
dieser Ergänzungszweige beschränken wir uns aber wieder auf den Fall 
y = 0, um nicht zu viel Raum in Anspruch zu nehmen. Es werde 

(121.) iyr=r-x ^ lim J-(fr;'=>'-''-^-w^;=^+0 

gesetzt, so dass W^^'"^'*' die eine Ergänzungslösung bedeutet. Femer sei 

fac(y — Y^fac{n-\-a) 



c = 



fac(y-l)rac{-a'-^ß'-^y)ßc(-a'^ß-/) 



f\ ? 



/•ac(y'-l)Aac(~a'-/?'~y)/-acC~a'-/5f~y) ' 

Wenn man y durch y+f, / durch y'—e ersetzt, und mit 2s dividirt, und 
mit 8 zur Grenze Null übergeht, so gewinnt man die Ergänzungslösung 

jyr=r := facCn-^a) : fa c(y—\) ^^ 0,, 0+, — «—y— n^-X 

^^■'- fac{a-^ß-^y—l)facla-^ß'-^y—l) ^^\a-^ß-J^y_^ a+ß^+y^, y- / 

■^^ \ _|_yi(;y>_i)_2«/(0) \-fac{a+ß-^y-\)fac{a+ß'+y—\y 

Nach dieser Methode erhält man aus (34.) zehn Formen für das Ergänzungs- 
integral, die einander analytisch gleich sind. Wir schreiben sie in der 
Reihenfolge hin, welche der unter (34.) entspricht. 
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(122.) 



fac(n+a) „/ 0+, 0+, —a—Y—n+\ 

/•flcC«+a ') „/ 
"^ /ac(a'-t-y-Hn) ^o'+/S 

_/ac(ft-H»)facCn+o') _/ 0+, 0+, /9'+y— «— l+N 

"*" fac(n—ß)fac(n-+-i—ß'—Y) ^a+ß-^Y-, ct'+ß+Y-, 1—/- ^ 



+, 0+ , — o'— y— B+\ 

+/?+y_, o'+/?'+y_, y_ / 



r 



+ 



/'ac(«-{-a)^oc(»+o') 



_„C 0+, 0+, /?+y— B-U\ 

fac(jn—ß')fac(n-irl—ß—y) ^a+/?'H-y_, a'+/J'H-y_, 1— y_ / 



8in(o4-/J-t-y)«/ac(n-|-a') «/' ö> 



+ 



■^') «y z' l>, /9'+y— «— 1+, — a— y— «+\ 
"^o+/?+y_, n— /?'+!, a+»4-l ^ 



rt/oc(n— /i') 
= (^>(-a'-ß-Y)^-'Fi-a-ß'-y)-2W(Q))Wl 



+ - 



sin (o'+/J-t-y)n/flc(n+«) 



3^0. 



0, 



/J'+y— n— 1+, — a'— y— « 



nfac(n—ß') " ^a'+/J+y_, n— /J'+l, a'-i-»4-l 



^) 



+ 



sin (oH-/J'+y) « fac(n-\-a') 



K 



0, 



/?+y— »— 1+, — o— y— n+ 



nfac(n — ß) 
= (^ifi(^-a'-ß'-'y)+W(-a-ß-y)-2V(0y)W!, 



+ß'+Y-, n—ß+1, a+n+1 



) 



+ 



sin (a'-f-/J'-hy) « /Vic(«-+-a) 



.ß'^ßntac{fi-i-a) ^/ C 
nfac(ji—ß) ^^a'+ß 



0, 



/J-f-y— w— 1^, — a'— y— n 



'-hy-, «— /^-f-l, a'+w-M 



) 



= (n-r)+'^(;'-i)-2no))Wi 



+ 



f 



/■ac(a+y+w)/ac(a'+y-i-») ~ V-, «— /J+1, n— jtf'+l •^ 

= (n-/)+'^0'-i)-2no))»^i 

sinyji c^/ 0, /9-f-y— «— 1+, /J'+y— n— 1+\ 
"■ « "VI— y_, a+n+l, a'4-n+l /' 

Als Ersatzzweig für Wl!, wenn / = y ist, wählen wir den Aasdruck 



Wr = ' = lim -l-(Wi: = '-'-WL='*') 
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und erhalten die zehn Darstellangen 



(123.) 



fac(ß-„-i) . o+, 0+, n 

"^ /bcC/J+y— B— 1) Vo+/9+y_, o'-f-/J+y_, 



H-l-/J-y+ 



) 



= (ny-i)+n«+/^'+y-i)+n«'+/^'+y-i)-2no))w^i 



n+l-/S'— y+ 

y- 



) 



fac( ^'-n -l) „/ 0+, 0+, 

"■" fac(ß'-{-Y—n—l ^a+/?'+y_, o'+jS'4-y_, 

^oc (;g-»-l )fqc(/?'-«— 1 ) „/ 0+, 0+, fi+o'-l-y+N 

"^ /^oc(— «— a— l)fac(— o'— y— n) Vo+/J4-y_, oH-/?'+y_, 1— y_ / 

fac(ß—n— l)fac(ß' —n—l ) „( 0+, 0+, n+o+y+N 

■^ fac{—n—a'—\)fac{—a—Y—n) \a'-\-ß+y_, o'+/?'-(-y_, 1— y_ / 

sin (g+yg+y) n fac(ß'—n— 1) ^^ / 0, o'+y+n+, n-M— /»— y+\ 

" ^oH-/S-4-y_. — o'— fi. /9— B / 



+ 



nfac( — a' — b— 1) " ^o+/S4-y_, — a' — n, 

= (V(-a-ß'—y)+W(~a'-ß-y)~2W(0))WL 

8in(g+/»'-+ -y) TT fac(ß—n— 1) „/ 0, ot' -«-y+n+, n+ 1 — /?'— y+\ 



/»' 



n/ac(— a'— B— 1) " \o+/9'-1-y_, — o'— b, 

= (y(-a'-/9-y)+ «P(_a_/?'_y)_2«F(0))fri 

8in(ö'4-jS+y)n/"ac(/9'— b— 1) ^/ 0, o-|-y+w+, B-+-1-/J— y+\ 

"Vo'H-S-4-y_. — o— B. Ä— B / 



+ 



ji/ac( — o — B — 1) " ^a'+jS+y_, — o — b, 

= (y(-a'-/?'-y)+ !P(_a-/?-p/)-2¥'(0))»yi 



/flc(/J— B— l)sm(a'+/S'-i-y)n 

_] 



" Vo'-h/J'+y-, -o— «, /?'-B / 



nfac( — o — B — 1) 

= ('F(-r)+i'(r-i)-2'F(0))WL 

fac(ß-n-l)fac{ß'-n-\) ^^0, n-hl-i?-y+, n+l_/J'_y. 

n 



+ 



fac{—r)fac(ß+y—n —l)fac{ß'+r- 

= (^(-y)+¥'0'-l)-2fF(0))J7l 

siiiy TT c»/ 0, o-t-y-ha+, o'+y-l-B+N 
"^ « "M— y_, ß—n, ß'—n ) 



p./'O, n-hl— i?— y+, n+1— /J'- 

« — 1) ^y_, — o — n, — a' — i 



Art. 20. Darstellung der «- und /?-Zweige durch die y-Zweige, wenn y—y' = v ist. 

Was wird aus der Gleichung 
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wenn y' = y— y ist? Es sei 



c = 



fac(n+a)fac(y—Y') 



fac(-a'-ß'-Yyac(-a'-ß-r')fac(Y-l) ' 

/v _ fac(n-\-a')fac(y—Y) 

"^ - fae(-a'-ß'-Y)fac(-a'-ß-Y)fac(Y'-l) ' 

80 folgt 

+ + • + + 

(a, y)C = DncoBee(y'—y)7i, («, y)C — Dnco&ec(y—y)n, 

„ _ fac(-a'-ß)fac(-a'-ß')fac(n-ha) : foc(y-l)/ac(y'-l) 

^ ~ foc(-o'-/?-y)rac(-o'-/?-/)fac(-o'-/?'-y)/ac(-a'-/J'-y') 

+ + + +• 

Da also («, /)C = — (a, y)C ist, so gewinnt die Gleichung, um die es sich 

handelt, die Form 

Wird die Summe der ersten v Glieder der Reihe 

pC 0, y— y', — o— y*— n\ 

'^ \a+ß+Y', a-h/J'+y', / >' 

mit F^, die der entsprechenden ^-Reihe mit %, bezeichnet, so ist 



^„ _ (g, Y')F4ac(n+a) 



sin(y — y')7r 

Wird sodann y' durch y— v— f, y durch y+e ersetzt, so ist 

<^r_eK _ <^f 2*, — », f_n_o— y\ 

iy+ ly^ «fVa-+-/J+y-<, o-|-/?'+y— «, y— e /' 

und es folgt durch Grenzübergang 

fac(—a'—ß)fac(—a'—ß')fac(n+a)fac(v—l)F^ 



(124.) 



PT- = 



fac(v—a'—ß—Y)fac(v—a'—ß'—Y)fac(a-i-Y—v+n)fac(y—l) 

-ur— lYD'^r ^+' ""+' — »— o— y+^ 

■tK ^J ^t^Ka+ß+Y-, a+ß'+r-, Y- ^' 



„ ^ "^-' (g+/?+y— y, »n)(g+/?'+y— », OT)(y— v, m) 
„tZo (1, m)(o-f-y4-n-l-l— V, »i)(l— v, m) ' 

U fac(—a'—ß)fac(—a'—ß'')fac(n-ha) : facCy— IjfacCy— »— 1) 

^ ~ fac{—a'—ß—Y)fac{v—a'—ß—Y)fac{—a'—ß'—Y)faclv—a'—ß'—Y) 
Journal ffir Mathematik Bd. CX. Heft 3. 13 
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Weiter fragen wir, was wird aas der Gleichung 



4- + 



+ 4- 



4- 4- 



wenn / = y— ^^ wird. Es ist 

^' '^ Äsin(/ — y)n ' \I 9 7 ) iisin(y — /)« ' 

Für / = y--v— «, y = y+6 fliesst hieraas, wenn mit € zur Grenze Null 
übergegangen wird, 



(125.) 



TTi = - 



+ 



— r, —a—Y 






") 



fac(— y)fac(v— 1)/oc(»i+o)jFV 



fac(v — tt — ß — y)fac(y — o' — ß' — y)fac(a-i-y-4-« — v) 



+ 



D' %myna\n(a-\-ß'-\-y)n 



" \a-Ufl-i- 



—V+, —n—a—Y+\ 



. D' = fac(- 
Ersetzt man 

bez. dnrch 



(—lyn* "Va+/J-hy-, o-HjJ'+y-, y_ /' 

y')fac(y—Y)fae(n+a) : fac{—a'—ß'—y)fac(y—a'—ß'—Y). 

», «', A /^', y, y', « 

/9, /5', «, «', y, /, -«-1, 



so folgen aas (124.) and (125.) die beiden Gleicbangen 

fac(—a—ß')fac(—a'—ß')fac(ß—n—l)fae(v—l)Gr 



(126.) 



Wl = 



fac(—a—ß'—Y)fae(v—a'—ß'—Y)fac(Y—l)fac(ß-hr—v—n—l) 



+^5C/, 



+, — »-h n+-l—ß—Y+\ 

+/J4-y_, o'+|J-f-y-, y_ /' 



E = 



ß = "l^:"' (a-i-ß+Y—v, mXa'+ß+Y—v, in)(y— », m) 
m=ü (1, mXl—v, m)(ß-\-Y—n—v, m) ' 

_ (-iyfac(-a-ß')fac(-a'-ß')fac(ß-n-l) : fac(y-l)/ac(y-y-l) 



(127.) 



fac(—a—ß'—Y)fac(v—a—ß'—Y)fac(:-a'—ß'—Y)fac(y—a'—ß'—Y) ' 

^„ ^ E'8in(a-4-/g')« ^/ 0, — », n-»-l-/J— y\ 

« "Vo+jS-t-y, o'-4-/S-hy, y / 

■ fac(—Y)fac(v—l)fac{ß—n—l)G , 
■*" fac(y—a—ß—Y)fac(y—a'—ß'— 



r) 



£'8my«8in(g'+j3-f-y)« ey/ 0+, — v+, n-hl— /?— y+\ 

■■■ (—1)-«' " Vo4-jJ+y_, o'+/J-+-y_, y_ /» 

JE' = fac(^-r)fac(v-y)fac(j3-n-l) : fac{-a'-ß'-y)fac(y-a'-ß'-y). 
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Art 21. Grenzübergänge. 
Setzt man xto für n, u>(x) für W(xü))^ 



JW(n) = w(x-\ )— «?(a?) = Jw(x)^ \im(oJw(x) = u>'(x)j 



air= OD 



und ersetzt ß durch /S+ö^, «' durch «'— w, so giebt die Differenzengleichung 
(20.) des Art 2 

;;r^ ^^-^(o'J'fv(x)+ry w(x) 

durch Grenzübergang lim co = oo die Differentialgleichung 

a;(a;-l)ip"(a;)+(a;(l+y+/)+(o+/?'-l))w'(«)+yy'w(«) = 0, 
nnd W?. geht ttber in die Gatussche Reihe 

FCy, /, l-a-ß', x) = (l_x)«'+^F(a'+/?+y, «'+/?+/, l-«-/5', ar). 
Nimmt man eine Bnchstabenvertanschang in der Art vor, dass man 

bez. dnrch 

0, -o', o'+b, o'+b', c = l-o-a'-b-b' 

ersetzt, so erhält man durch Grenzübergang aus der ersten, zweiten, fünften 
und sechsten der Formen unter (29.) die Ausdrücke 

limF^ = x-'-P'-Q *'^' x) 

= F(o'+b, o'+b', l+a'-a, x) = (i-x)'F(l-o-b, 1-a-b', l+a'-a, x) 

= (l-x)-«'-*F(o'+b, 1-a-b', l+a'-a, ^) 

= (l-x)-«'-»'F(a'+b', 1-a-b, l+o'-o, ^)- 



(128.) 



Die Übrigen sechs Formen von W?_ lassen den Grenzübergang nicht zu. 
Natürlich sind die ausgeführten Grenzübergänge an gewisse Bedingungen 
gebunden, es muss namentlich in den beiden ersten Fällen absx << 1, in den 
beiden letzten absx:abs(x—'i) <Z 1 sein. Sind aber diese Bedingungen erfüllt, 

13* 
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80 wird man cu immer so Über alle Grenzen wachsen lassen können, dass 
der Grenzübergang unbedenklich ist Für reelle x z. B. wird es genügen, 
cü rein imaginär anzunehmen. Man vergleiche hierzu die Bemerkungen, 
die ich über den Grenzübergang bei Facultäten im XXVL Bande der 
Schlömilch^chen Zeitschrift auf S. 321 gemacht habe. 

Die erste, zweite, fünfte und sechste der Formen unter (30.) geben 
durch denselben Grenzübergang und dieselbe Buchstabenv eränderung : 



(129.) 



X lim »r+ - r [^^,^ ^,^ ^, ^ ^^ xj 

= a:*'F(a'+b, a'+B', 1-c, l-a:) = a?"F(a+b, a+B', 1-c, 1-a?) 



= (_a:)-^F(a'+b, a+b, 1-c, ^) 

= (-x)-^'F(a'+b', a'+b, 1-c, ^). 



Aus der ersten, zweiten, dritten and vierten der Formen onter (33.) folgt 

limtorWL = (l-aj)-'-»F(a'+b, 1-a-b', l+b-b', j^) 
= (_-xr'pQ^ J;^ J^ a=) = (-x)-«'-*F(a+b, a'+b, l+b-b', !-)• 
= (l-x)-«-X-xr«'F(o+b, l-o'-b', l+b-b', -j^) 
= (-x)»+*'-'(l--a;)'F(l-o-b', l-a'-b', l+b-b', ^)- 



(130.) 



Soll derselbe Grrenzttbergang in den Ergänzangsintegralen aasgeführt werden, 
so ist dies nicht anmittelbar möglich. Man führt den Grenzübergang beim 
negativen Zweige durch, wenn man als Ergänzangsintegral den Ansdrnck 
nimmt (Urne = 0): 

lim(PFl' = ''-'.a)'-''-Fi:+'.to''+0 : 2c 

= lim^-(Fr='-*- Tri='-+')£o''-*+ Trilim-^(co'-*-£o'-+') 

= PFr=^a)'■-£0''lga)P^I. 



2c 



Lässt man w, etwa rein imaginär, über alle Grenzen wachsen, führt die 
obige Bachstabenveränderang ein, so erhält man als Lösang der Differential- 
gleichang den Aasdrack: 
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(131.) 



(-xr-pQ J;^ ^; ar)(na'+b-l)+n-o-6)-2nO)+lg(l-x)) 

= (-a;)-'''P*.(y(a'+b-l)+ ?P(o+b-l)-2 y(0)+lga?) 
= (-x)--T\(¥'(^a'~b)+?P(a+b-l)-2¥^(0)+lg(l-x)) 

+(l-x)--'(-x)--<°- _ ,_^ri,_, i:ij) 

' ^ ^ ^ ^ ^1— a— b-, 1— a'—b-, a? / ' 

worin für (— a?)"** P* jede der vier unter (130.) stehenden Formen genommen 
werden kann. 

Da in der linken Seite der Gleicbang (126.) der Grenzübergang 
ohne Weiteres ausführbar ist, so steht zu erwarten, dass dies auch auf der 
rechten Seite möglich sei. Diese Rechnung soll durchgeführt werden, 
wobei die Buchstaben E und Gy dieselbe Bedeutung wie auf S. 98 haben. 

Für rein imaginär über alle Grenzen wachsende. co ergiebt sich 

fac(—a-'ß')fac {ai—a!—ß')fac {ß-^(\—x) itf~l) /ac(y— 1) Gy 

— (1— ^)'^~^fgg(— c~/^')/flg(y— 1) "^^y"^ («'+/^+y— y> >w)(y— y, m) 
~ fac(y—l)fac(v^a—ß''-Y) m = o (1-^)"(1, m)(l-y, m) ' 



lim 



lim g/'flg(c+/^+y+^'^i)A»gC«'+/^+y— i)A»^(y— 1) 

facvfac{(iti(l — x)-^ß'\-Y — 1) 



= (l-a:)-'^lim 



fac(—a'-ß')fac((ü—a''-ßyac(af-HZ'-hß-+-Y—^) »' f^ cv 

fac(Y—v—l)fac(—a—ß'—Y)fac(m—a'—ß'--y)fac(ü}+v--'a'--ß'—Y) 



und hieraus fliesst mit Fortlassung des Factors (1— a?)"^ die Formel 



(132.) 



_ fac(—a—ßyac(v—l) 



"*^"' (a'+/J+y— V, »»)(y— V, m) 



fac(y—V)fac(y—a—ß'—Y) m^o (1— a:)~--'(l, m)(l— r, m) 
K = fac^—a—ß') : facvfac(y—v—l)fac{-'a—ß'—y). 
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Setzen wir y = Ci-\-h^ «'+^+y = a+b', «+/3' = c, a; : (a;— 1) = 1— a, 
1:(1— aj) = «, 80 folgt 

F(o+b, (1+1', 1-c, 1-») 



(133.) 



fac(r-c)fac(y—V) ""j;-^ (o+b'— »», i»)(o+b— v, m) 



fac(o-+-b'— l)/ac(m-b— 1) ,=() a"— "(1, m)(l— », in) 



+ 



fac(a+\i 



(-iyfae(-c):facv ig,f 0+, 0+, \ 

■b—v—l)fac(a-hV—v—l) r Vo+bL, o+b_, */ 



Zur Vergleichung werde diese Formel aus der Theorie der hyper- 
geometrischen Reihe direct hergeleitet Es ist 



^C, b', CS = ^aP + Ca.^> 



Ca = 



fac(c— OA'flcCa'— a— 1) 



c«, = 



fac(c— c')/'ac(a— a'— 1) 



/•ac(— a— b'— c')fac(— a— b— c') ' "' A»c(— a'— b'— c')/ac(— a'— b— c') ' 

^ - ^ac(— a'— b'— c')foc(— a'— b— c') facm/ac(a— a'-hm) ' 

pj. _ g^ (1— gy7ac(a^— tt) g »'»facCa^+b+c+wt— l)/gc(a'4-b'4--c+m— 1) 

"" /ac(— a— b'— c')/ac(— a— b— c') /acmfac(a'— a+m) 

Die ersten v Glieder der letzten Reihe mögen mit ä*'(1— j5)'Äy bezeichnet 
werden, dann ist 

p, _ g«' (1— gy By fac(c—cyac(a—a'—l) 

^ ■" /-flcC— a'— b'-O/'flcC— a'— b— c') 

(1 — zyfac(c — c') n co8ec(a — a') n J 



+ 



fac(— a'— b'— Ofac(— a'— b— c')Aac(— a— b'— c')fac(— a— b— c') 



*\ ? 



g a«+"*fac(tt+b-hc+m— l)/ac(tt+b'4-c+m— 1) 

/oc mfac(a — a'+m) 

Setzen wir hierin a' = a— v— f, und a+s flir a und gehen mit s zur Grenze 
Null über, so erhalten wir 



(134) 



__ ga-v(i— g)c/'flc(c— cpAocCy— 1) 



»nssf — 



^«"•(a-hb+c— V, m)(a+b'4-c— r, m) 



/arj(v— a—b'— c')fac(v— a— b— -c') „^o (1, m)(l— v, m) 

^ ^ ^ « va+b-hc-, a+b'+c-, >^ ^ Va4-b4-c, a+b'+c, 
L = /ac(c-c'): /aci//ac(a+b+c--i/-- l)/iic(a+b'+c--v--l). 



Ol. 
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Eine neue Gleichung erhält man hieraus, wenn man c mit c' vertauscht 
Setzt man aber in (134.) c = und schreibt dann c fttr c', so geht diese 
Gleichung unmittelbar in (133.) über. Setzen wir ausserdem noch a = y, 
so finden wir 

prh K li4.h'4.v 1-«^ - fac(b+V^v-l)fac(v-l) y-^ g^(b, m)(b^ m) 
r(,o, P, o-t-D+y, 1 ä; - fac(h-i-v-l)fac(V+v-l) i (1, m)(l-r, m) 

4- (-l)'^f«g(b+b^+v-l):facy j,^/0+, -I/+, \ , «/O, -v, A| 
+ ^ac(b-l)^ac(b'-l) rU-, BL, ^J-l^S^nb, b', M' 

eine Formel, welche sich schon bei Gauss im dritten Bande seiner Werke 
auf Seite 216 vorfindet. 
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Ueber die Irreducibilität ganzer rationaler Functionen 

mit ganzzahligen Coef&cienten. 

(Von Herrn David Hilbert in Königsberg i. Pr.) 



W enn eine ganze rationale Function mit ganzzahligen Coefficienten 
und mit den Veränderlichen a?, y, ...,«?;<, r, ..., ^ vorgelegt ist und wir 
behalten in dieser Function einige von den Veränderlichen, etwa die Ver- 
änderlichen X, y, . . ., w, als Unbestimmte bei, während wir für die übrigen 
Veränderlichen <, r, . . ., ^ irgend welche ganze positive oder negative 
Zahlen einsetzen, so entsteht ein System von unbegrenzt vielen ganzen 
rationalen Functionen der Veränderlichen x, y^ ...^ w mit ganzzahligen 
Coefficienten, und wir werden auf die Frage geführt, ob in diesem Systeme 
nothwendig irreducible Functionen der Veränderlichen x^ y, . . ., w vor- 
handen sein müssen, sobald die ursprünglich vorgelegte Function eine 
irreducible Function der Veränderlichen a:, y, ..., ir,- <, r, ..., ^ ist. Da- 
bei wird eine ganze rationale Function mit ganzzahligen Coefficienten 
irreducibel genannt, wenn sie nicht als Product mehrerer solcher ganzer 
ganzzahliger Functionen darstellbar ist. Die angeregte Frage und ihre 
Erweiterung auf beliebige Rationalitätsbereiche rückt den Begriff der Irre- 
ducibilität in ein neues Licht, und überdies gestatten die sich ergebenden 
Resultate mannigfache besondere Anwendangen auf die Theorie der Gleichun- 
gen und der Rationalitätsbereiche. 

Unsere Entwickelungen beruhen auf folgendem Hülfssatze: 
Es sei eine unendliche Zahlenreihe ai, 02? Ö3, ... vorgelegt, in 
welcher allgemein a, eine der a ganzen positiven Zahlen 1, 2, ..., a be- 
deutet; es sei überdies m irgend eine ganze positive Zahl. Dann lassen 
sich stets m ganze positive Zahlen u^^\ fi^'^\ . . ., .a^"*^ so bestimmen, dass die 
2*" Elemente 
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«^+^(3) 1 «^^.^(1)^.^(3) 9 «^^^(2)^.^(3) , «^H_^(l)+^(2)+^(3) 1 

fttr unendlich viele ganzzahlige Werthe ^ sämmtlich gleich der nämlichen 
Zahl G sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, . . ., a bedeutet Dabei wird der 
Index iLi+/i^^^ des zweiten Elementes erhalten, indem man die Zahl /m^^^ zu 
dem Index /n des ersten Elementes addirt; die Indices des dritten und vierten 
p]lementes entstehen aus den Indices des ersten und zweiten Elementes, 
indem man zu diesen die Zahl ^^^^ addirt; die Indices des fünften, sechsten, 
siebenten, achten Elementes entstehen aus den Indices der vier ersten Ele- 
mente, wenn man zu diesen die Zahl /uP^ addirt, und schliesslich erhält man 
die Indices der 2""~^ letzten Elemente, indem man zu den schon bestimmten 
Indices der 2"*"^ ersten Elemente die Zahl /i^*"^ addirt. 

Beim Beweise ist es nothwendig, einzelne Theile der vorgelegten 
Reihe fttr sich zu betrachten. Wenn insbesondere i auf einander folgende 
Elemente der Reihe herausgegriffen werden, etwa die Elemente a^, a^+i, 
a^^2? •••, ö^+i-i? 80 nenne ich diese i Elemente ein Intervall der Reihe 
von der Länge i. Wir grenzen nun innerhalb der vorgelegten Reihe irgend 
ein Intervall von der Länge a+1 ab. In diesem Intervalle tritt dann min- 
destens eine der Zahlen 1, 2, . . ., a, etwa die Zahl G, zweimal auf, d. h. in 
dem Intervalle von der Länge a+1 kommt jedenfalls eine der folgenden 
Gruppirungen vor: 

G^^ = GG, 
Gi'^ = G..Ö, 



G^^^ — G n 

vf^^.1 -^ V« • • • • • • •••V«. 



'a+l 



Wie schon durch die Schreibweise kenntlich gemacht ist, bedeutet hierin 
allgemein G^^^ ein Intervall von der Länge Sy dessen erstes und letztes 
Element einander gleich, nämlich gleich der Zahl G sind. Man sieht, dass 
die Anzahl aller möglichen von einander verschiedenen Gruppirungen G^^^ 
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gleich a^ und somit jedenfalls kleiner als die Zahl (a+iy ist. Wir grenzen 
jetzt innerhalb der vorgelegten Reihe hinter einander (a+Vf Intervalle ab, 
deren jedes die Länge a+l besitzt, und betrachten dann das so entstehende 
Gesammtintervall von der Länge (a+if. In demselben tritt nothwendig 
mindestens eine der Gruppirungen Gi^^, etwa die Gruppimng ö^(\), zweimal 

auf, d. h. in dem Intervalle von der Länge (a+iy kommt jedenfalls eine 
der folgenden Gruppirungen vor: 

ö^:'(.).. = G%,G%, 



Hier bedeutet allgemein Gf^ ein Intervall von der Länge s, welches mit 
der Gruppirung 6j(^i) beginnt und mit der nämlichen Gruppimng schliesst. 

Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen Gf^ ist offenbar 
kleiner als das Product der Intervalllänge (a+iy in die Anzahl aller mög- 
lichen Gruppirungen GJ^\ und folglich ist jene Anzahl der Gruppirungen 
6f^ jedenfalls kleiner als (a+l)^ Wenn wir daher innerhalb der vor- 
gelegten Reihe hinter einander (a+Vf Intervalle abgrenzen und zwar ein 
jedes von der Länge (ö+l)^ so tritt in dem so entstehenden Intervalle 
von der Gesammtlänge (a+l)® mindestens eine der Gruppirungen öf\ etwa 
die Gruppirung G^^^j), zweimal auf, d. h. in dem Intervalle von der Länge 

(a+iy kommt jedenfalls eine der folgenden Gruppirungen vor: 

Gf:in,. = G%-G%, 

Gf:oH. = G%..G%, 



Hier bedeutet allgemein G/^^ ein Intervall von der Länge s, welches mit 
der Gruppirung G^^^2) beginnt und mit der nämlichen Gruppirung schliesst 

Nach in- maliger Anwendung des nämlichen Verfahrens gelangen 
wir zu Gruppirungen von der Gestalt 
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und erkennen, dass in jedem Intervall der Reihe von einer gewissen Länge 
/ noth wendig eine jener Gruppirungen G^*"^ vorkommen moss. Dabei be- 
deutet / eine bestimmte endliche und nur von a und m abhängige Zahl. 
Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen ö^"^ ergiebt 
sich wiederum kleiner als eine gewisse endliche Zahl h, welche leicht aus 
a und m berechnet werden kann. In der vorgelegten Reihe können wir 
nun hinter einander beliebig viele Intervalle von der Länge / abgrenzen, 
und es folgt daher, dass es unter den Gruppirungen G^"^^ noth wendig eine 
giebt, welche in der vorgelegten Reihe unendlich oft vorkommt Diese 
Gruppirung sei die folgende 



0%, = G\ 



m-1) 



/2f(m-l) 



wo 0^72.) und 0^7^21) Intervalle von der Länge v^"'^ beziehungsweise von 
der Länge r^'"~*> bedeuten. 

Wir erkennen hieraus leicht die Richtigkeit des obigen HUlfssatzes. 
Es ist nämlich die Gruppirung G^^lc^ durch die folgenden Recursionsformeln 

bestimmt : 

"^(1) = tr . . . fr, 



^ (i\ — Cj m , . , 



-(2) 



(1) 



^y(3) — Öy(2) • • • 






• • • ^«(2) ? 



• • • ^y(«-l)l 



WO stets die unteren Indices die Anzahl der Elemente angeben, aus denen 
die betreffenden Intervalle bestehen. Ich setze 



^ 



(3) «_ y(3) _„(2) 



und behaupte dann, dass die so entstehenden, ganzen positiven Zahlen 
^(0^ fjfP)^ ^^^^ ^("») Yon derjenigen Beschaffenheit sind, welche unser Httlfs- 
satz verlangt In der That: es ist eben bewiesen worden, dass in der 
vorgelegten Reihe at, Os, 03, ... die Gruppirung G5*i) unendlich oft vor- 
kommt, d. h. es giebt unendlich viele ganzzahlige Werthe von (ly flir welche 



0^0^4-1 .. . 0^^^(m)_i — Ö^Ori) 



14 
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wird. Aus dem Aufbau der Gruppirung G^^i) folgt dann 

und damit ist der Hülfssatz bewiesen. 

Wir kehren jetzt zu der anfangs gestellten Frage zurück und be- 
weisen zunächst das folgende Theorem: 

I. Wenn f(x, t) eine irreducible ganze rationale Function der beiden 
Veränderlichen x und t mit ganzzahligen Coefficienten bezeichnet , so ist es 
stets auf unendlich viele Weisen möglich, in f(x, t) für t eine ganze rationale 
Zahl einzusetzen, so dass dadurch die Function f(x, t) in eine irreducible 
Function der einen Veränderlichen x übergeht. Dabei heisst eine ganze ratio- 
nale Function mit ganzzahligen Coefficienten irredudbel, wenn sie nicht als 
Product mehrerer solcher Functionen mit ganzzahligen Coefficienten dargestellt 
werden kann. 

Wir setzen 

f(x, t) = Ta:«+T,a:-^4--+i;, 

wo T, T^j ..., T^ ganze rationale Functionen von t mit ganzzahligen 
Coefficienten sind, und nehmen dann — im Gegensatze zu der in obigem 
Theoreme ausgesprochenen Behauptung — an, dass die Function f(x, t) 
stets gleich einem Producte zweier oder mehrerer ganzer ganzzahliger 
Functionen von x wird, sobald wir für t irgend eine ganze positive, ober- 
halb einer bestimmten Grenze C gelegene Zahl einsetzen. Vermöge der 

Substitution x = y erhalten wir 

wo Si, S2? "M ^n wiederum ganze ganzzahlige Functionen von t bedeuten^ 
und es wird dann auch die Function 

reducibel für jeden positiven ganzzahligen Werth von t, welcher eine ge- 
wisse Grenze C überschreitet, wo C^C und überdies so gross gewählt 
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sein möge, dass die Fonction T für alle über C hinaus liegenden Werthe t 
von Null verschieden bleibt. 

Wir entwickeln jetzt die n Wurzeln yi, yj» • • •? Vn der Gleichung 

in der von Puiseux*) zuerst angegebenen Weise nach fallenden ganzen 

Potenzen von t = <*, wo k eine in bekannter Weise zu bestimmende positive 

ganze Zahl ist, und wo unter <* der positive reelle Werth der Wurzel ver- 
standen werden soll. Zu Anfang der Entwickelungen erhält man eine end- 
liche Anzahl von positiven ganzen Potenzen von r. Es sei h der höchste 
positive Exponent von t, welcher auftritt; wir finden dann die Ent- 
wickelungen : 

y, = ay+ßy-' + ...+ l, + ^+-^+^+...^ 



WO die Coefficienten «,/?,..., i, ti, p, a, .. . sämmtlich völlig bestimmte 
rationale oder irrationale, reelle oder imaginäre Zahlen sind. Die gefun- 
denen Potenzreihen convergiren stets , wenn < = t* eine gewisse positive 
Grösse C" tibersteigt. 

Wir wählen zunächst unter den n Wurzeln yi, ya, . . ., y„ irgend 
zwei aus, etwa y^ und y2, und bilden dann die Potenzreihen fttr die beiden 
elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie folgt 

»i»2 = «,a2T^*+(ai/32+«2/^i)T'*"''4--. 
Da wir auf \~^ = (9) Weisen je zwei Wurzeln aus den n Wurzeln 
^1) y^i . • M Vn auswählen können, so ergeben sich im Ganzen (g) Systeme 



*) Die Originalarbeit von Puiseux befindet sich in Liouvilles Journal Bd. 15, 16 
(1850, 1851). — Diese Potenzentwickelungen sind bereits von Herrn C, Runge dazu be- 
nutzt worden, um gewisse nothwendige Bedingungen dafür abzuleiten, dass eine Gleichung 
zwischen zwei Unbekannten unendlich viele ganzzahlige Lösungen besitzt, vgl. dieses 
Journal Bd. 100 S. 425. 
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von je zwei Potenzreihen. Wir wählen ferner aus den n Wurzeln y,, 
^21 • • -9 Vn ii^g^nd drei aus, etwa j^i, y2, 93, und bilden dann die Potenzreihen 
fttr die drei elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie folgt 

yiy2+yiyi+y2y3 = (aia2+aia3+«2a3)^'^ 

yi»2»3 = aia2a3i^*+(aia2A+«ia3A+a2a3/?i)T^*"H---. 
Da wir auf (T) Weisen je drei Wurzeln aus den n Wurzeln yi, y^, . . ., y^ 

auswählen können, so ergeben sich im Ganzen (Z) Systeme von je drei 

Potenzreihen. In derselben Weise gelangen wir zu Q) Systemen von je 

vier Potenzreihen, zu (?) Systemen von je fünf Potenzreihen u. s. f. Schliess- 
lich wählen wir unter den n Wurzeln yi, ya, . . ., y. irgend «—1 aus etwa 
Jfi» ^2? . • .7 J^n-i und bilden die Potenzreihen für die «—1 elementarsymme- 
trischen Functionen derselben, wie folgt 

yi+y2+-+yn-i = («i+«2+-+«._0^*+(/?i+/32+-+/?n-i)T*-^+-, 
yiy2...yn-i = «ia2...a,-iT^""''^* 

Es ergeben sich auf diese Weise ( ^^) = n Systeme, von denen jedes aus 

11— 1 Potenzreihen besteht. 

Wenn wir jetzt noch die n ursprünglichen Potenzreihen hinzunehmen 
und jede von diesen fUr sich als ein System zählen, so haben wir ins- 

gesammt f^+(Z)+(X)'^ ^\ ^|) = 2"— 2 Systeme von Potenzreihen. Diese 

2*— 2 Systeme von Potenzreihen wollen wir in eine bestimmte Reihenfolge 
bringen und mit den Nummern 1, 2, ..., 2"— 2 versehen. 

Nachdem dies geschehen ist, bestimmen wir eine Primzahl p, welche 
grösser ist als jede der beiden Grössen C und C\ und denken uns dann 
in sämmtliche Potenzreihen unserer 2*"— 2 Systeme fttr t den positiven 

reellen Werth von p* eingesetzt. Da unserer früheren Annahme zufolge 
die ganze gauzzahlige Function g(y, p) reducibel wird, d.h. in zwei ganze 
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ganzzahlige Functionen von y zerlegt werden kann, so mass unter den 
2"— 2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen 
sämmtliche Potenzreihen sich gleich ganzen rationalen Zahlen ergeben, 

wenn man ihre Werthe fllr r=:p* berechnet Das erste dieser Systeme 

habe die Nummer Gi. Wir setzen femer t = 2fi * . Da infolge unserer An- 
nahme die Function g(y, 2*p) reducibel wird, so muss wiederum unter den 
2*— 2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen 

sämmtliche Potenzreihen fUr T = 2p* ganzzahlige Werthe annehmen. Das 
erste dieser Systeme besitze die Nummer (h- In Folge der Substitution 

TS 3p* mögen alle diejenigen Potenzreihen ganzzahlige Werthe annehmen, 
welche dem Systeme mit der Nummer a^ angehören u. s. f. 

Durch dieses Verfahren ist eine unendliche Zahlenreihe ai, a2, 03, . . . 
definirt, in welcher allgemein a, eine der 2" — 2 ganzen Zahlen 1, 2, ..., 2*— 2 
bedeutet Wir wenden auf diese unendliche Reihe den oben bewiesenen 
Httlfssatz an, indem wir « = 2''— 2 und fii = («— 1)A+1 setzen. Es lassen 
sich dann zufolge jenes Satzes m Zahlen /i^^^, ,u^^^^ ..., /i^"*^ so bestimmen, 
dass die 2*" Elemente 

^;i+/-(3)» ^fi^^i^h^(^V ^^+^(2)+^(3)5 ^^+^(l)+^(2) + ^(3)^ 



für unendlich viele ganzzahlige Werthe /li sämmtlich gleich der nämlichen 
Zahl G sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, ..., 2"— 2 bedeutet Es möge 
nun zu der Nummer G etwa das folgende aus v Potenzreihen bestehende 
System gehören: 

»1^2...». = A,T--^+B,T--^+..+A,+ ~^ + -^+^+- •, 
Die Coefficienten A, B, . . . , A, TT, P, Z, . . . sind sämmtlich völlig be- 
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Stimmte rationale oder irrationale, reelle oder imaginäre Zahlen; einige der- 
selben haben den Werth Null, da ja die positiven Exponenten von r im 
Allgemeinen kleiner sein werden als m— 1 = («— 1)A. Wir setzen in die 

obigen r Potenzreihen x =^ap^ ein und erhalten dann 

wo die Coefficienten A, B, . . .^ L, P, R^ S, . . . wiederum bestimmte 
numerische Grössen sind. 

Es giebt, wie unsere Entwickelungen zeigen, unendlich viele ganze 
Zahlen .a derart, dass in den letzten Formeln die rechten Seiten sämmtlich 
ganze Zahlen darstellen, sobald wir für a eine der ganzen Zahlen 

einsetzen. Wir wählen jetzt irgend eine von den v Potenzreihen des in 
Rede stehenden Systems aus, etwa die Potenzreihe 

nnd bilden aus derselben die folgenden m Potenzreihen 



) 



Aus der vorhin bewiesenen Thatsache folgt, dass auch jede von diesen 
in Potenzreihen für unendlich viele ganzzahlige Argumente a = ^ ganz- 
zahlige Werthe annimmt. Wir setzen femer zur Abkilrzung 

Die weiteren Coefficienten Pj, Äj, Si, ... der Potenzreihe $(a) seien nicht 
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8ämmtlich gleich Null, and es bezeichne — ^ das erste Glied, dessen Coeffi- 
eient Vi nicht verschwindet. Wir erhalten dann 

Hier ist die erste auf der rechten Seite stehende Differenz eine ganze ratio- 
nale Function vom (iii— 2)ten Grade in a; wir setzen 

Die übrigen Glieder auf der rechten Seite entwickeln wir nach fallenden 
Potenzen von a; es wird dann 



T\o) = y_,(a)+.uCO„ 



a 



r+l 



In entsprechender Weise erhalten wir 

V 

a 



w\o) = 9'„.-3(o)+/*''v^'^»«(«+i)-;^,-+-, 



wo (Pm-z(p) eine ganze rationale Function vom (m— 3)ten Grade in a be- 
deutet. Nach m Schritten gelangen wir schliesslich zu der Formel 

Da diese Potenzreihe mit negativen Potenzen von a beginnt, so lässt sich 
eine positive Grösse F angeben derart, dass für alle diese Grenze F Über- 
schreitenden Werthe von a der Werth der Potenzreihe absolut genommen 
kleiner als VAn^ ausfällt. Andererseits wird die Potenzreihe $^"'^(a) für un- 
endlich viele ganzzahlige Argumente o selbst gleich einer ganzen Zahl, und 
da eine ganze Zahl, deren absoluter Betrag unterhalb der Einheit liegt, 
nothwendig gleich Null sein muss, so folgt, dass es unendlich viele ganz- 
zahlige Werthe von a giebt, für welche die Potenzreihe ^^""^(a) verschwindet. 
Aus der letzten Formel ergiebt sich aber 

L [a'-^'-^W(a)] = /i^^\a^''>...a^'">t?(t?+l)...(t?+fii-l)Fi, 

wo der Ausdruck rechter Hand eine von Null verschiedene Grösse darstellt. 
Dieser Umstand steht mit der eben bewiesenen Thatsache in Widerspruch, 
und es ist daher unmöglich, dass unter den Coefficienten Pj, Äi, jSi, ... 
ein von Null verschiedener Coefficient V^ auftritt. In derselben Weise folgt, 
dass auch die Coefficienten Pj? Rzi ^2, ..., Py, Ä^, S^, ... sämmtlich 
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gleich Null sind, und wir erhalten daher die Gleichungen: 

yiy2...yy = AyO'^-'+B,a'^-''+'"+L,. 

Da die rechten Seiten für unendlich viele ganzzahlige Werthe von o 
ganze Zahlen darstellen sollen, so folgt leicht, dass die Coefficienten A, 
B, . . ., L sämmtlich rationale Zahlen sind*). Führen wir wiederum die 

Veränderliche t ein, indem wir a =^Tp * setzen, so wird 

«1 — 1 m—2 

m— 1 m-2 



y,y,...y, = A,p * T"'-'+B,p * x— ^+...4-!^. 

Die bisherigen Entwickelungen ergeben das folgende Resultat: Be- 
stimmen wir irgend eine Primzahl p, welche oberhalb einer gewissen 
Grenze liegt, so giebt es unter den oben aufgestellten 2"— 2 Systemen von 
Potenzreihen mindestens eines, dessen Functionen die eben angegebene 
Gestalt annehmen, wobei die Coefficienten A, B, . . .^ L sämmtlich rationale 
Zahlen sind. 

Wir bestimmen 2"— 2 Primzahlen p\ p\ ..., /?^^""^\ welche unter 
sich verschieden und grösser sind als die Primzahl p. Auch für jede dieser 
Primzahlen giebt es dann unter den in Rede stehenden 2" —2 Systemen 
von Potenzreihen eines von der entsprechenden Gestalt. Da aber die An- 
zahl der Primzahlen /?, p\ p\ ..., p^^"-^> gleich 2"— 1 ist, während die 
Anzahl der Systeme nur 2**— 2 beträgt, so muss es noth wendig ein System 
geben, dessen Functionen eine doppelte Darstellung zulassen. Es sei etwa, 
wie oben 



m— 1 _ m-J^ 

~k „\n-\ \ D ^ ~ii ^m-2 



yi+y.+-+y.. - A,p * T"'-'+ß.p * r"-^+...+L„ 



_ m-1 m-'l 



*) Man darf nicht schiiessen, dass jene Coefficienten game rationale Zahlen sind, 
da es bekanntlich sehr wohl ganze rationale Functionen einer Veränderlichen giebt, 
welche für alle ganzzahligen Werthe derselben ganzen Zahlen gleich werden und trotzdem 
gebrochene Coefficienten besitzen; vgl. Math. Annalen Bd. 36 S. 512, wo ich die allge- 



meinsten Functionen solcher Art aufgestellt habe. 
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und zugleich 

m — 1 m — 2 

m—\ m— 2 



Durch Vergleichung der nämlichen Potenzen von % auf der rechten Seite 
ergiebt sich 

m — \ m— 1 7/1 — 1 m — l 



A,p * ^A[p' * , . . ., A,p " =Xp' ' , 

m-2 m— 2 m-2 m-2 



' -.' * 



B,p * =ß',p' * , . . ., B^p * =ß:;> 

Da die Coefficienten ^, B, . . ., L, A', B\ . . ., L' sämmtlich rationale Zahlen 
sind und p, p zwei von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so 
zeigen die gefundenen Gleichungen, dass nur diejenigen Coefficienten von 
Null verschieden sein können, flir welche der zugehörige Potenzexponent 
von T eine durch k theilbare Zahl ist, d. h. die Functionen unseres Systems 
hängen ganz und rational von r* ab, und wenn wir r* = / setzen, so wird 



yiy2'"yy = KiO^ 

wo Fi(*), . . ., Fy(/) ganze rationale Functionen von t mit rationalen Zahlen- 
coefficienten sind. Das gefundene Resultat zeigt, dass die ganze rationale 
Function g(y, t) durch die ganze rationale Function 

theilbar sein muss, d. h. es ist 

9(y, = ^(!^, 0^(y, 0, 

WO ^ und V ganze rationale Functionen von y und t mit rationalen Zahlen- 
coefficienten bedeuten. Mittelst der Substitution y ^xT erhalten wir hier- 
aus flir die ursprünglich vorgelegte Function die Gleichung 

WO ^(a-, t) und ^\x, l) ganze rationale Functionen von x und / mit 
ganzzahligen Coefficienten bedeuten, während A eine ganze Zahl und 

15* 
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T eine ganze ganzzahlige Function der einen Veränderlichen t ist. Bezeich- 
net dann P irgend eine in A oder in sämmtlichen Coefficienten von T auf- 
gehende Primzahl, so wird der Quotient 

0(X, t)0\x, t) 

P 
gleich einer ganzen ganzzahligen Function von x und t, und hieraus folgt 
leicht durch bekannte Schlüsse, dass entweder die sämmtlichen Coefficien- 
ten von ^(x^t) oder diejenigen von ^\x,f) durch P theilbar sein milssen. 
Wenn ferner U(t) eine ganze ganzzahlige irreducible in T aufgehende 
Function von t bezeichnet, so wird der Quotient 

0(x, t)0'(x, 

ebenfalls gleich einer ganzen ganzzahligen Function von x und t, und 
hieraus folgt in ähnlicher Weise, dass entweder in ^(x^ t) oder in *'(a?, 
die sämmtlichen Potenzen von x mit Functionen von t multiplicirt sind, 
welche die Function U{() als Factor enthalten. Durch Fortheben der 
sämmtlichen Primzahlen P und irreduciblen Functionen U(f) gelangen wir 
zu einer Gleichung von der Gestalt 

f(x, = (p{x, t)(p\x, Ol 

wo (p(xyt) und (p'(x,t) ganze rationale Functionen von x und t mit 
ganzzahligen Coefficienten sind. Diese Gleichung sagt aus, dass die 
ursprünglich vorgelegte Function f(xy f) reducibel ist. Da aber diese 
Folgerung mit der Voraussetzung unseres Theorems in Widerspruch steht, 
so ist unsere anfangs gemachte Annahme unzulässig, d. h. es giebt keine 
Grenze C derart, dass die vorgelegte Function f(x, l) für alle diese Grenze 
C überschreitenden ganzzahligen Werthe von / reducibel wird, und damit 
ist der Beweis unseres Theorems vollständig erbracht 

Der Kürze wegen habe ich die ganze Untersuchung so geführt, 
dass dieselbe nur die Existenz einer Zahl t von der im Theorem verlang- 
ten Beschaffenheit erkennen lässt. Es kann jedoch die Entwickelung ohne 
Schwierigkeit so ergänzt werden, dass aus derselben zugleich hervorgeht, 
wie sich eine solche Zahl / mittelst Rechnung durch eine endliche An- 
zahl von Handlungen wirklich finden lässt, sobald eine bestimmte ganz- 
zahlige Function vorgelegt ist. 

Im Folgenden beschäftigen wir uns mit einigen Verallgemeinerungen 
und Anwendungen des eben bewiesenen Theorems I. Dabei genüge hin- 
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sichtlich der Beweise der Sätze eine kurze Andeutung der anzuwendenden 
Schlüsse. 

Zunächst nehmen wir an, es seien statt der einen irreduciblen 
Function f(xy t) mehrere irreducible Functionen /(ar, <), g{x, /), . . ., k(x^ t) 
vorgelegt. Wir finden dann durch eine leicht erkennbare Abänderung des 
obigen Schlussverfahrens den folgenden Satz: 

Wenn f(x, /), g(x, (), ..., Ar(jr, C) sämmtlich ganze ganzzahlige 
irreducible Ftmclionen der beiden Veränderlichen x und t sind, so ist es stets 
auf unendlich viele Weisen möglich, für t eine ganze rationale Zahl einzu- 
setzen, so dass dadurch jede dieser Functionen f(x, t), g(x, I), . . ., &(a?, t) 
in eine irreducible Function der einen Veränderlichen x übergeht. 

Sprechen wir diese Thatsache fUr das Product F(x, t) der sämmt- 
lichen vorgelegten Functionen f(x, t), g(x, /), . . ., k(x, t) aus, so ergiebt 
sich der Satz: 

In einer beliebig gegebenen ganzen ganzzahligen Function F(x, /) der 
beiden Veränderlichen x und t lässt sich stets für t auf unendlich viele Weisen 
eine ganze Zahl derart einsetzen, dass in Bezug auf die Veränderliche x die 
entstehende Function genau in ebenso viele ganze ganzzahlige irreducible 
Functionen zerfällt, wie die ursprüngliche Function F(x, t) bei unbestimmtem 
Parameter t. 

Schwieriger ist es, unser Theorem I sowie die eben erwähnten Fol- 
gerungen auf den Fall auszudehnen, dass die gegebenen Functionen statt 
der einen Veränderlichen x beliebig viele Veränderliche x, y, . . .^ w und 
statt des einen Parameters t beliebig viele Parameter t, r, . . .^ q enthalten. 
Um diesen allgemeinsten Fall zu behandeln, beweisen wir zunächst den 
folgenden Satz: 

Wenn F(x, t,r, .,,^ q) eine irreducible ganze ganzzahlige Function 
der Veränderlichen x und der Parameter t, r, ..., q bezeichnet, so kann 
man stets für /, r, . . ., ^ lineare ganze ganzzahlige Functionen eines Para- 
meters u einsetzen, so dass dadurch die Function F{x,t,r,...^q) in eine 
irreducible Function der beiden Veränderlichen x und u übergeht.*) 

p]s sei 

F{x, /, r, ..., q) = fx^+f^x'^-' + ^+f^, 

*) Vgl. die von L. Kronecker zu ähnlicliem Zwecke angegebene Substitution: Grund- 
züge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen, dieses Journal Bd. 92, S. 11. 
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WO /", /i, . . ., fn ganze ganzzahlige Functionen von /, r, . . ., q sind. 
Setzen wir hierin ^ = -f ein und multipliciren dann mit Z"*"^, so ergiebt 
sich eine Function, welche ebenfalls irreducibel ist und die Gestalt 

G(yy h r, ..., q) = y''+giy'"'+''+gn 

besitzt, wo grj, ..., gr^ wiederum ganze ganzzahlige Functionen von t^r, ...^ q 
sind. Wir bilden die Discriminante D des Ausdruckes rechter Hand; die- 
selbe ist eine ganze Function von /, r, . . . , q, welche nicht identisch für 
alle Werthe dieser Parameter verschwinden kann, da in diesem Falle 
G{ti,t,r,...^q) einen quadratischen Factor enthalten und somit reducibel 
sein miisste. Wir bestimmen ein System von ganzen rationalen Zahlen 

fUr welche D nicht Null ist, und setzen diese ganzzahligen Werthe in die 
Function G(y, t^r, ...^q) ein. Die so entstehende Function von y zerlegen 
wir in ihre irreduciblen ganzen ganzzahligen Factoren: es sei 

G(y, /,„ n„ . . ., ^o) = (p(y) • • . yXy)i 

wo (p(y)^ ..., x(y) ganze ganzzahlige Functionen beziehentlich vom 
yten, . . ., ,uten Grade in y sind. 

Nunmehr betrachten wir die durch die Gleichung 

G(yy ty r, ..., q) = 

bestimmte algebraische Function y; die Entwicklung dieser Function an 
der Stelle < = <o, r = ro, ..., q = qo liefert n Potenzreihen, welche nach 
ganzen positiven Potenzen der Grössen 

i — t—l^^ r' = r—rii^ . • ., 9 =9—91) 
fortschreiten und von folgender Gestalt sind 



yn-ft'\^\ —^ -^/i ^ ' ...7 , 

(t, p, .... » — 1, 2, 3, ...) 

Dabei sind die constanten Glieder der v ersten Potenzreihen a^''-^*'--*'^, ..., 
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ßC»,»,..,«) gleich den v Wurzeln der Gleichung y(y) = und die constanten 
Glieder der ^ letzten Potenzreihen y{">" ••">, ..., yO',o..v'0 gi^^ gleich den 
fi Wurzeln der Gleichung xiy) = 0. Wir bilden jetzt die elementarsymme- 
trischen Functionen der v ersten Entwickelungen und erhalten dadurch die 
folgenden v Potenzreihen 



(i, ^, .... X = 1, 2, 3, ...) 

so fortfahrend bilden wir schliesslich die elementarsymmetrischen Functionen 
der ^ letzten Entwickelungen, wie folgt: 



(T, o, ..., jf =■ 1, 2, 3, ...) 

Wir sind somit zu Systemen von Potenzreihen gelangt, von denen das erste 
System aus v Potenzreihen und das letzte System aus fi Potenzreihen be- 
steht: die Coefficienten A, ..., T dieser Potenzreiheu sind rationale Zahlen, 
und es brechen jedenfalls die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich 
im Endlichen ab; denn dieser Umstand hätte, wie man leicht zeigt, die 
Reducibilität der Function G(y, /, r, ..., ^) zur Folge. Wir combiniren nun- 
mehr noch die verschiedenen Systeme von Potenzentwickelungen unter ein- 
ander, z.B. die Entwickelungen yi, ..., y^ und yn-^+u •••? ^n? und stellen 
dann auch fUr diese combinirten Systeme die elementarsymmetrischen Func- 
tionen auf, so dass wir schliesslich zu einer jeden irreduciblen oder redu- 
ciblen in G(y, /(„r,„ ..., q^^ aufgehenden ganzzahligen Function je ein System 
von Potenzreihen mit folgenden Eigenschaften erhalten: die Coefficienten 
der Potenzreihen sind rationale Zahlen, und es brechen jedenfalls die 
Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich im Endlichen ab. 
Nachdem dies geschehen ist, setzen wir 

t'^t^Uy r=riU, . . ., q' =^ q^u 

und verwandeln dadurch unsere Potenzreihen in Potenzreihen der einen 
Veränderlichen u: es ist dann unsere Aufgabe zu zeigen, dass man stets 
für <i, ri, ..., gfj ganze rationale Zahlen so wählen kann, dass auch nach 
dieser Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich im End- 
lichen abbrechen. Um diesen Beweis zu führen, bezeichnen wir mit E 
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eine Zahl, welche grösser ist als die Summe der Exponenten der höchsten 
Potenzen von t, r, ..., q, welche in dem Ausdruck G(f/,t^r^ ...^q) vor- 
kommen. Es sei ferner M'^''r'^'^...q'''^ ein solches Glied in einer dem 
ersten System angehörigen Potenzreihe, für welches der Coefficient A von 

Null verschieden ist und ausserdem die Exponentensumme Ta + PaH V^a 

die Zahl E Übertrifft; wir wählen auch in jedem der übrigen Systeme von 
Potenzreihen ein Glied von der nämlichen Beschaffenheit aus, und es sei 

etwa n^^r^^ ...q'"^ ein Glied in dem zum Factor x gehörigen Systeme, 

dessen Coefficient f von Null verschieden und wo t^+p^H V^y grösser 

als die Zahl E ist. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, kann man für 
t\i ^n -••) 9i ganze rationale Zahlen derart wählen, dass in den so ent- 
stehenden Potenzreihen der Veränderlichen u beziehentlich die mit 

multiplicirten Glieder Coefficienten haben, welche von Null verschieden 
sind. Hieraus folgt aber, dass die einem und dem nämlichen System an- 
gehörigen Potenzreihen flir die Veränderliche u nicht sämmtlich im End- 
lichen abbrechen können; denn wäre dies der Fall, so müsste nothwendig 
die Function G(y, /, r, . .., qr) nach Einführung der Werthe 

/ = «,«+/„, r = rifi+ro, . . ., q = qiU+q,, 

in eine Function von y und u übergehen, welche in zwei oder mehr ganze 
ganzzahlige Factoren zerfällt. Es würde aber dieser Umstand seinerseits 
erfordern, dass in den sämmtlichen dem Systeme angehörigen Potenzreihen 
die Coefficienten aller derjenigen Glieder verschwinden, für welche der Ex- 
ponent der Potenz von u die Zahl E überschreitet, und letzteres ist that- 
sächlich nicht der Fall. Damit haben wir bewiesen, dass auch nach Aus- 
führung jener Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht sämmtlich 
im Endlichen abbrechen, und hieraus wiederum folgt, dass die aus G(y,t,r,...^q) 
vermöge jener Substitution entstehende Function der beiden Veränderlichen 
y und u nothwendig irreducibel ist. Wenn wir jetzt in der ursprünglich 
vorgelegten Function F(x,t^r, ...^q) jene Substitution ausführen, so folgt, 
dass die entstehende Function der beiden Veränderlichen x und u jedenfalls 
nicht in mehrere von x abhängige Factoren zerfallen kann. Es bliebe 
mithin nur noch die Möglichkeit übrig, dass die aus F(x,t,r, .,.^q) ver- 
möge jener Substitution entstehende Function einen Factor besitzt, welcher 
allein die Veränderliche u enthält. Man kann aber, wie ersichtlich ist, die 
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ganzen Zahlen <i, rj, ..., qi zugleich so wählen, dass auch dieser Fall 
nicht eintritt. Damit ist 'der Beweis für den vorhin ausgesprochenen Satz 
vollständig erbracht. Mit Hülfe dieses Satzes beweisen wir jetzt das fol- 
gende allgemeine Theorem: 

IL Wenn F(x, y^'^fo; t,r, ... , q) eine irredudble ganze ganzzahlige 
Function der Veränderlichen x, y, . . ., w und der Parameter t, r, . . ., q 
bezeichnet, so ist es stets auf unemtlich viele Weisen möglich, für die Paror- 
meter t, r, . . ., q ganze rationale Zahlen einzusetzen, so dass dadurch die 
Function F(x,y, ...,u); t9rj...,q) in eine irredudble Function der Veränder- 
lichen X, y ..., w übergeht. 

Wenn wir in der vorgelegten Function F{x, y, ...^w; t,r, ....q) die 
Substitution 

y = r]x, . . ., M? = (JDx 

vornehmen und dann die etwa als gemeinsamer Factor auftretende Potenz 
von X fortlassen, so entsteht eine Function G(x, rj, ...^ (o, t,r,...^q) der 
Veränderlichen x und der Parameter ri, . . .^ o), t, r, . . .^ q, welche eben- 
falls irreducibel ist. Wir setzen zunächst nach dem eben bewiesenen Satze 
für diese Parameter lineare ganzzahlige Functionen eines einzigen Para- 
meters n ein, nämlich 

so dass jene Function übergeht in eine irreducible Function g{x, u) der 
beiden Veränderlichen x und u. Es lässt sich dann nach unserem Theo- 
reme I. für u eine ganze rationale Zahl ti,, einsetzen, so dass die Function 
g(x, fi,,) eine irreducible Function der einen Veränderlichen x wird. Nun- 
mehr erkennen wir, dass die ursprünglich vorgelegte Function F(x, y, ..., «?; 
t,r,...^q) nothwendig in eine irreducible Function der Veränderlichen x, 
y, . . ., w übergeht, wenn wir für die Parameter die ganzen Zahlen 

< = /itto+A., r = riWo+ro, . . ., q =^ qiU,,']r q^ 

einsetzen; denn die so entstehende Function würde in eine irreducible Func- 
tion der einen Veränderlichen x übergehen, wenn wir überdies noch setzen: 

und von einer etwa als Factor auftretenden Potenz der Veränderlichen x 
absehen. Damit ist der verlangte Nachweis geführt. 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 16 



122 Hilberty über die Irredudbilitäi ganzer rationaler Functionen. 

Wir haben bisher in allen unseren Entwickelungen und Betrach- 
tungen über die Irreducibilität stets den Bereich* der rationalen Zahlen zu 
Grunde gelegt: eine ganze Function wurde dann kurzweg irreducibel ge- 
nannt, wenn sie sich nicht als Product von mehreren ganzen Functionen 
mit ganzzahligen rationalen Coefficienten darstellen Hess. Es ist jetzt noth- 
wendig, die gefundenen Sätze auf den Fall eines beliebigen durch eine 
algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiches auszudehnen. Wir 
nennen dementsprechend, wie es üblich ist, eine ganze rationale Function, 
deren Coefficienten einem gegebenen durch eine algebraische Zahl be- 
stimmten Rationalitätsbereiche angehören, irreducibel in diesem Bereiche, 
wenn sie nicht als Product von mehreren ganzen rationalen Functionen 
dargestellt werden kann, deren Coefficienten in eben jenem Rationalitäts- 
bereiche liegen. Es gilt dann das folgende Theorem: 

III. Wenn die Function F{x, y, ..,,fD; t^r, ..,,q) in einem gewissen 
durch eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche irreducibel ist, 
so ist es stets auf unendlich viele Weisen möglich, in dieser Function 
F(x, y, "', fi>; t, r, ..,, q) für die Parameter /, r, . . ., q ganze rationale 
Zahlen einzusetzen, so dass dadurch diese Function in eine Function der Ver- 
änderlichen X, y, . . ,, w übergeht, welche in eben jenem Rationalitätsbereiche 
irreducibel ist. 

Das eben ausgesprochene Theorem III. lässt sich auf das Theorem IL 
zurückfuhren, und zwar mit Hülfe eines Verfahrens, welches L Kronecker*) 
anwendet, um in einem beliebigen Rationalitätsbereiche die Zerlegung einer 
ganzen rationalen Function in ihre irreducibeln Factoren zu bewirken. 
Wir sorgen nöthigenfalls zunächst durch Multiplication mit einer Zahl des 
gegebenen Bereiches und durch geeignete Transformation der Veränder- 
lichen dafür, dass die Function F mindestens ein Glied mit einem ganzen 
rationalen Coefficienten enthält, und dass ausserdem alle zu F conjugirten 
Functionen von einander verschieden sind. Wir bilden das Product dieser 
sämmtlichen conjugirten Functionen und erhalten dann nach Multiplication 
mit einer geeigneten ganzen rationalen Zahl eine ganze rationale Function 
G von X, y, . . .j u), t, r, . . .j q mit ganzen rationalen Coefficienten, welche 
im Bereiche der rationalen Zahlen irreducibel ist. Es lassen sich daher 



*) Vgl. Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen, dieses 
Journal Bd. 92 S. 12 und 13. 
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zufolge des Theorems II. für /, r, . . ., qr ganze rationale Zahlen so be- 
stimmen, dass nach deren Einsetzung G in eine Function der Veränder- 
lichen x^ ffy . ..^ w übergeht, welche im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreducibel ist. Wie leicht gezeigt werden kann, geht dann die ursprüng- 
lich vorgelegte Function F(x^ y, .,.^w; t^r,...^q) nach Einsetzung der näm- 
lichen ganzzahligen Werthe für /, r, . . . , qr in eine Function der Veränder- 
lichen x^ y, . . ., ip über, welche in dem gegebenen durch jene algebraische 
Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche irreducibel ist. 

Wir wenden nun die gewonnenen Resultate auf die Theorie der 
Gleichungen an. Es sei eine Gleichung wten Grades in x vorgelegt von 
der Gestalt 

deren Coefficienten F,„ Fj, ..., F„ ganze rationale Functionen der Para- 
meter /, r, . . ., gf mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sind. Um die 
Gruppe /' der Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und die Para- 
meter ty r, ...^ q bestimmten Rationalitätsbereiche zu finden, bilden wir 
das über alle Permutationen ii, 13, ..., i^ der n Zahlen 1, 2, ..., « er- 
streckte Product: 

WO Uy fii, ffj, . . ., «„ unbestimmte Parameter und Xi, a:^, ...,*ar„ die n 
Wurzeln der Gleichung bedeuten. Dieses Product n wird nach Multipli- 
cation mit F^- eine ganze ganzzahlige Function der Unbestimmten u, Ui, 
«2? • • •? «nj '5 ^5 • • M ^9 ^^^ wenn G(f«, w,, . . ., u^^ t, r, . . ., q) ein ganzer 
ganzzahliger im Bereiche der rationalen Zahlen irreducibler Factor dieser 
Function ist, so wird die gesuchte Gruppe F durch diejenigen Permutationen 
bestimmt, welche die Function G ungeändert lassen. Wie wir jetzt mit 
Hülfe der obigen Entwickelungen zeigen wollen, kann man in die vorgelegte 
Gleichung auf unendlich viele Weisen für die Parameter I9 r, , . ., q ganze 
rationale Zahlen derart einsetzen , dass die so entstehende ganzzahlige Glei- 
chung im Bereiche der rationalen Zahlen die nämliche Gruppe F besitzt. Um 
dies zu beweisen, berechnen wir die Discriminante D der vorgelegten 
Gleichung; dieselbe wird nach Multiplication mit einer Potenz von F„ eine 
ganze ganzzahlige nicht identisch verschwindende Function der Parameter 
t^ r, . . . , q. Wir können dann nach Theorem II. zunächst für t unbegrenzt 
viele ganze rationale Zahlen bestimmen, nach deren Einsetzung G eine im 

16» 
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Bereich der rationalen Zahlen irreducible Function der Veränderlichen u, 
«1, . . ., u^y r, . . .^ q wird. Unter diesen ganzen rationalen Zahlen t wählen 
wir eine solche aus, für welche D nicht identisch verschwindet Hierauf 
bestimmen wir eine ganze rationale Zahl r, bei deren Einsetzung die Func- 
tion G eine im Bereiche der rationalen Zahlen irreducible Function der 
übrig bleibenden Veränderlichen wird, und für welche überdies die Discri- 
minante D von Null verschieden bleibt. So fortfahrend erhalten wir für 
^9 ^y " "i 9 ganze rationale Zahlen, nach deren Einsetzung G in eine ganze 
ganzzahlige irreducible Function g der Unbestimmten u^ «i, ..., u^ über- 
geht, und für welche die Discriminante D der Gleichung eine von Null 
verschiedene rationale Zahl wird. Es ist nun einerseits offenbar, dass alle 
Substitutionen, welche G zulässt, auch die Function g nicht ändern können, 
und andererseits kann die Function g ausser diesen Substitutionen nicht 
noch andere Substitutionen zulassen, da die Ordnung der Gruppe für die 
entstehende ganzzahlige Gleichung jedenfalls nicht grösser als die Ordnung 
der Gruppe F sein kann: F ist mithin zugleich die Gruppe der durch Ein- 
setzung jener ganzen Zahlen entstehenden ganzzahligen Gleichung. 

Nehmen wir beispielsweise in einer Gleichung die Coefficienten 
selber als die unbestimmten Parameter <, r^ • . . , gf an, so ist die Gruppe F 
der Gleichung die symmetrische, und es folgt daher, dass es unbegrenzt viele 
Gleichungen nten Grades mit ganzzahligen Coefßdenten giebt, deren Gruppe 
im Bereiche der rationalen Zahlen die symmetrische Gruppe ist. 

Zu solchen Gleichungen kann man im Allgemeinen sogar gelangen, 
wenn man sich lediglich die geeignete Wahl des letzten Coefficienten in 
der Gleichung vorbehält. Um dies einzusehen, nehmen wir in der Gleichung 

f(x) = aox"" + ttix"""^ -\ \-a^_iX+t = 

die Coefficienten a^^ a^, . . ., a^.i als ganze rationale Zahlen irgendwie an 
mit der Einschränkung, dass die Gleichung 

f\x) = iifloa;""^+(w-l)aiar'--^+-+a._i = 

lauter verschiedene Wurzeln besitzt und die Function f(x) für diese Wurzeln 
lauter verschiedene Werthe annimmt. Die Discriminante der ersteren Gleichung 
wird dann eine ganze rationale Function (n— l)ten Grades in t, welche lauter 
verschiedene Linearfactoren besitzt. Aus diesem Umstände kann mit Hülfe der- 
jenigen Principien, welche Herr A. Hunoitz*) dargelegt hat, gefolgert werden, 

*) Mathematische Annalen Bd. 39 S. 1. 
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dass die Monodromiegruppe jener Gleichung bezüglich des Parameters t die 
symmetrische ist*). Aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satze ergiebt 
sich sodann, dass man in unserer Gleichung auf unendlich viele Weisen für 
den letzten Coefficienten t eine ganze Zahl derart einsetzen kann, dass die 
entstehende ganzzahlige Gleichung im Bereich der rationalen Zahlen die 
symmetrische Gruppe besitzt. 

Durch ähnliche Schlüsse sind wir im Stande zu zeigen, dass es un- 
begrenzt viele Gleichungen mit ganzen rationalen Zahlencoefßcienten giebt, 
deren Gruppe im Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe ist. 
Zum Beweise brauchen wir einige Sätze, deren Richtigkeit man ohne 
Schwierigkeit mittelst derjenigen Methoden erkennen kann, welche Herr 
A. Hurwitz in den vorhin angeführten Arbeiten auseinandersetzt. Der erste 
dieser Sätze lautet, wie folgt: 

Es sei f(x) eine ganze rationale Function der Veränderlichen x vom 
geraden Grade n, welche den Factor x^ besitzt, und der Differentialquotient 
dieser Function habe die Gestalt 

f\x) = nx(x-ay{x-by ...{x-ky-, 
dabei seien a, b, . . .^ k von Null und unter einander verschiedene Grössen, 
und auch die Werthe /"(a), /"(fc), ..., /"(&) seien unter einander verschieden: 
dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung 

f{x)+e = 

.bezüglich des Parameters t gleich der altemirenden Gruppe. 

Wir berechnen zunächst die Discriminante dieser Gleichung, indem 
wir uns dabei einer bekannten Formel für die Resultante zweier ganzen 
Functionen bedienen. Wenn nämlich (p{x) und xp{x) zwei ganze rationale 
Functionen der Veränderlichen x vom Grade v und fi und mit den Nullstellen 
«1, «2, •••? «y und /?i, ßz^ .. ., ß^ bedeuten, und wenn wir dementsprechend 

{p(x) = a(x—a^{x—a.^ . . . (a;— a^), 

ii;(x) = ß{x-^ß;)(x^ß.)...{x^ß,) 

setzen, so gilt die Formel 

= (-i)''^«'X«0v'(«2) . . . v^CO. 

*) Vgl. ausserdem A, Huncitz: Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein- 
deutige Transformationen in sich zulassen. Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, 1887 S. 103, wo die oben von mir benutzte Thatsache ebenfalls 
zur Geltung kommt. 
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Mit Hülfe derselben finden wir für die Discriminante der obigen Gleichung, 
d. h. für das Produet der quadrirten Wurzeldifterenzen, den Werth 

und das Produet der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 

Wir setzen jetzt flir a, 6^ . . ., & irgend welche rationalen positiven und 
von einander verschiedenen Zahlen. Nach Annahme dieser Zahlen ist /"(a?) 
völlig bestimmt, und auch die Werthe f(a), f(b), . . ., f(Jk) sind unter ein- 
ander sämmtlich verschieden; denn es ist beispielsweise f(p)—f(a) gleich 
dem von a bis b erstreckten Integrale über die in diesem Intervalle nir- 
gends negative Function f\x). Da n eine gerade Zahl ist, so ist der 
gefundene Ausdruck für D* eine ganze rationale Function von t mit ratio- 
nalen Zahlencoefficienten, und folglich ist auch die Gruppe der Gleichung 
in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter t bestimmten 
Bereiche gleich der alternirenden Gruppe. Man kann jetzt nach dem 
oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen für t eine 
ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung im 
Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe besitzt, und damit 
ist unsere Behauptung für Gleichungen geraden Grades bewiesen. 

Um die entsprechende Thatsache für Gleichungen vom ungeraden 
Grade n einzusehen, benutzen wir einen Satz, welcher wiederum ohne. 
Schwierigkeit aus den von Herrn A, Hnrwitz entwickelten Principien ge- 
folgert werden kann. Dieser Satz lautet: 

Es sei f(x) eine ganze rationale Function der Veränderlichen x vom 
ungeraden Grade n^ welche mit ihrem Differentialquotienten f\x) durch 
die Formel 

^f'(^)-K^) = (n-lXx-aXx-by(x-cy...(x-ky 
verbunden ist; dabei seien a, b, c, , . .^ k von Null und unter einander 
verschiedene Grössen, und auch die Werthe f(b), f'(c\ . . ., /^(A) seien 
von einander verschieden: dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung 

bezüglich des Parameters / gleich der alternirenden Gruppe. 

Indem wir uns der oben angegebenen Formel für die Resultante 
zweier ganzen Functionen und ausserdem der Formel 

R((p-xip, yj) = R((py tp) 
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bedienen, finden wir für die Discriminante jener Gleichung, d. h. für das 
Produet der quadrirten Wurzeldiflferenzen, den Werth 

und das Produet der Wurzeldifferenzen selbst wird daher 

D» = (n-ipt(e+r(b)-r(a)xe+r(c)-r(a))...(e+r(k)-na)). 

Wir wählen jetzt für b, c, . . .. k irgend welche rationalen positiven und 
von einander verschiedenen Zahlen und setzen 

In Folge der letzteren Annahme verschwindet auf der rechten Seite der Formel 

der Coefficient von x, gerade wie dies auf der linken Seite der Fall ist, 
und es lässt sich deswegen eine ganze rationale Function f(x) vom »ten 
Grade mit rationalen Zahlencoefficienten bestimmen, welche dieser Formel 
genügt. Diese Function f(x) besitzt zugleich die Eigenschaft, dass die 
Werthe f'(b)^ f\c)i •••i TC*) sämmtlich von einander verschieden sind; 
denn es ist beispielsweise 

b 

und hierin wird die unter dem Integralzeichen stehende Function zwischen 
den Integrationsgrenzen nirgends negativ. Da n eine ungerade Zahl ist, 
so ist der gefundene Ausdruck für D* eine ganze rationale Function von 
t mit rationalen Zahlencoefficienten, und folglich ist auch die Gruppe der 
Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter t be- 
stimmten Bereiche gleich der altemirenden Gruppe. Man kann jetzt nach 
dem oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen für t 
eine ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung 
im Bereiche der rationalen Zahlen die altemireude Gruppe besitzt, und 
damit ist unsere Behauptung auch für Gleichungen ungeraden Grades 
bewiesen. 

Mit Hülfe des Theorems III. lassen sich die bisher über die Gruppe 
einer Gleichung angestellten Betrachtungen auf beliebige durch eine alge- 
braische Zahl bestimmte Rationalitätsbereiche ausdehnen. Wir gelangen 
so durch die entsprechenden Schlüsse zu dem folgenden Satze: 
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IV. Es sei eine algebraische Zahl 9} und ausserdem eine Gleichung 
nten Grades von der Gestall 

Foa:"+Fix"-'+-+F, = 
gegeben; die Coefficienlen F«, Fj, . . ., F^ seien ganze rationale Functionen 
der Parameter t, r, . . ., q, deren Coefficienlen Zahlen des durch JR bestimm- 
ten Rationalitätsbereiches sind, Ist dann F die Gruppe der Gleichung in dem 
durch die algebraische Zahl 91 und durch die Parameter t,r, . . .^ q bestimmten 
Rationalitätsbereiche, so lassen sich stets auf unendlich viele Weisen für die 
Parameter ty r, . . ., q ganze rationale Zahlen einsetzen derart, dass die so 
entstehende numerische Gleichung in dem durch die algebraische Zahl 3t be- 
stimmten Rationalitätsbereiche eben jene Gruppe F besitzt. 

Dieser Satz bietet ein principielles Interesse, indem er zeigt, dass 
die formal in den Coefficienten der Gleichung und im Rationalitätsbereiche 
auftretenden Parameter stets durch ganze rationale Zahlen ersetzt werden 
können, sobald es sich lediglich um die gruppentheoretischen Eigenschaften 
der Gleichung handelt: man vermeidet also auf diesem Wege die Adjunction 
algebraischer Functionen. 

Um zu zeigen, wie sich mit den gewonnenen Mitteln der Begriflf 
der Monodromiegruppe in arithmetischer Weise erklären lässt, nehmen wir 
an, es sei eine Gleichung gegeben, deren Coefficienten ganze rationale 
Functionen des einen Parameters t sind, und die Coefficienten dieser ganzen 
rationalen Functionen seien Zahlen eines durch die Zahl 91 bestimmten 
Rationalitätsbereiches. Wir setzen jetzt für t irgend eine ganze rationale 
Zahl ein und denken uns die Gruppen aller so entstehenden numerischen 
Gleichungen in dem durch 91 bestimmten Rationalitätsbereiche aufgestellt 
Es sei ferner 81 eine algebraische Zahl, durch deren Adjunction die Gruppen 
jener Gleichungen sämmtlich eine Verkleinerung erleiden, und es gebe nun 
keine Zahl mehr, bei deren Adjunction eine weitere Verkleinerung sämmt- 
licher Gruppen eintritt. Diejenige von den verkleinerten Gruppen, welche 
die grösste Ordnung besitzt, stimmt überein mit der Monodromiegruppe der 
ursprünglich gegebenen Gleichung bezüglich des Parameters t. 

Auf Grund des Theorems IV. können wir auch unsere früheren 
Sätze über die symmetrische und alternirende Gruppe verallgemeinem; wir 
finden dann folgende Thatsachen: wenn ein beliebiger durch eine algebraische 
Zahl bestimmter Rationalitätsbereich gegeben ist, so kann man stets Gleichungen 
mit rationalen Zahlencoeffidenten angeben, deren Gruppe in jenem Rationalitäts- 
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bereiche die symmetrische und ebenso solche, deren Gruppe in jenem Ratio- 
naUtätsbereiche die altemirende ist. Es giebt also auch in jedem durch 
eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitätsbereiche Gleichungen von 
beliebigem die Zahl vier übersteigendem Grade n mit rationalen Zahlen- 
coefficienten, welche in jenem Bereiche durch Wurzelziehen nicht lös- 
bar sind. 

Ebenso zeigt man leicht, dass es unbegrenzt viele von einander ver- 
schiedene Bereiche von bestimmtem Grade n (Gattungsbereiche nter Ordnung, 
Zahlenkörper «ten Grades) giebt , in denen — abgesehen vom Bereiche aller 
rationalen Zahlen — kein Bereich niederen Grades enthalten ist. Gäbe es 
nämlich nur eine endliche Anzahl solcher Bereiche, so vereinigen wir diese 
zu einem neuen Rationalitätsbereiche di. Nach den obigen Entwickelungen 
giebt es dann eine Gleichung nten Grades mit rationalen Coefficienten, 
welche im Bereiche JR die symmetrische Gruppe besitzt. Diese Gleichung 
definirt dann offenbar einen Bereich «ten Grades, welcher von den eben 
angenommenen Bereichen nten Grades verschieden ist und überdies keinen 
Bereich niederen Grades enthält.' Entsprechend beweisen wir die allge- 
meinere Thatsache, dass es unbegrenzt viele Bereiche vom Grade n = vu 
giebt, welche einen gegebenen Bereich vten Grades und — vom Bereiche 
aller rationalen Zahlen abgesehen — nur diesen enthalten. 

In der vorstehende*!! Untersuchung ist lediglich die Existenz der 
Gleichungen und Bereiche von gewissen Eigenschaften behauptet und be- 
wiesen worden. Es kann jedoch entsprechend dem oben bei Ableitung des 
Theorems I. hervorgehobenen Umstände die Entwickelung so ergänzt wer- 
den, dass aus derselben zugleich hervorgeht, wie sich jene Gleichungen 
und Bereiche wirklich durch Rechnung aufstellen lassen. 

Zum Schluss erwähne ich noch einen Satz, welcher sich ebenfalls 
mit den oben benutzten Hülfsmitteln erledigen lässt, aber auch direct durch 
geeignete Anwendung von Potenzentwickelungen bewiesen werden kann. 
Dieser Satz lautet: Wenn eine algebraische Function von t für alle ratio- 
nalen in einem beliebig kleinen Intervalle gelegenen Werthe stets selber 
rationale Werthe annimmt, so ist sie nothwendig eine rationale Function*). 



*) Eine analytische Function kann sehr wohl für alle rationalen Argumente ratio- 
nale Werthe annehmen, wie dies neuerdings von E. Strauss gezeigt worden ist. 
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Ueber die bei den linearen DiflFerentialgleichungen 
zweiter Ordnung auftretenden Primformen. 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 



In einer Abhandlung*) hat Herr Fuchs hervorgehoben und an Bei- 
spielen dargethan, dass es unter den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
jeder Ordnung und jeden Grades solche gebe, deren Lösungen für jeden 
beliebigen complexen Werth der unabhängigen Veränderlichen jedem Werthe 
beliebig nahe kommen können. Das heisst mit anderen Worten: Der zu 
einem beliebigen Werthe der unabhängigen Variabein gehörige Werthvor- 
rath einer solchen Lösung bildet eine Punktmenge, deren erste Ableitung**) 
die Gesammtheit aller complexen Werthe umfasst. Die Lösungen einer 
homogenen, linearen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten zeigen 
im Allgemeinen ein ähnliches Verhalten, indem nämlich der zu einem will- 
kürlichen Werthe der unabhängigen Veränderlichen gehörige Werthvorrath 
einer Lösung eine Punktmenge bildet, deren erste Ableitung, wenn auch 
nicht die ganze Ebene, so doch einen oder mehrere zusammenhängende 
Theile derselben vollständig bedeckt. Bei besonderer Wahl der Coefficienten 
der Differentialgleichung kann es sich jedoch ereignen, dass die zu einem 
willkürlichen Werthe der unabhängigen Variabein gehörige Werthenmenge 
des allgemeinen Integrals aus isolirten Punkten besteht, d. h. so beschaffen 
ist, dass sich um jeden dieser Punkte eine Umgebung von endlicher Aus- 
dehnung derart abgrenzen lässt, dass innerhalb derselben kein zweiter Punkt 
eben dieser Werthenmenge liegt. Für Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, wo man statt des allgemeinen Integrals den Quotienten eines 
Fundamentalsystems von Integralen betrachten kann, ist hierzu offenbar er- 
forderlich und hinreichend, dass die Gruppe der Differentialgleichung eine 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1885 I, S. 5 if. 
) G, Cantor, Mathematische Annalen Bd. 5. 
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discontinuirliche sei*), und dass die Stellen, wo dieselbe UDeigeutlich dis- 
continuirlich ist**), keine Flächen sondern höchstens Linien erfüllen. 
Das heisst nichts anderes, als dass jede in der Gruppe enthaltene elliptische 
Substitution eine periodische sein muss, und dass die Doppelpunkte der 
parabolischen , hyperbolischen und loxodromischen Substitutionen Linien 
erfüllen, welche die Ebene in zwei oder mehrere zusammenhängende Be- 
reiche theilen***). Diese Bedingung ist allemal erfüllt, wenn die unab- 
hängige Variable eine eindeutige Function des Quotienten zweier Funda- 
mentalintegrale ist; da dies aber nicht für jede Differentialgleichung mit 
discontinuirlicher Gruppe (wir bezeichnen kurz durch diesen Ausdruck 
eine Gruppe, welche nicht nur keine infinitesimale Substitution enthält, son- 
dern auch mit Ausnahme von Linien in der Nähe jedes Punktes eigentlich 
discontinuirlich , also in der Bezeichnung von Herrn Poincare ein groupe 
fuchsien oder klein^en ist) der Fall zu sein braucht, erkennt man, dass es 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung giebt, in denen zwar die 
unabhängige Variable § eine mehrdeutige Function des Integralquotienten 17, 
dieser als Function von | betrachtet aber trotzdem so beschaffen ist, dass 
sein zu einem willkürlichen Werthe von | gehöriger Werthvorrath aus 
isolirten Punkten besteht. 

In dem allgemeinen Falle einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit continuirlicher Gruppe gewinnt man die beste Uebersicht über den 
Werthvorrath eines Integralquotienten i], wenn man diesen und die unab- 
hängige Variable | als eindeutige Functionen eines Parameters t darstellt, 
und es erhellt die Wichtigkeit der den discontinuirlichen Gruppen ent- 
sprechenden Fälle schon daraus, dass, wie zuerst Herr Poincare gezeigt 
hat, dieser Parameter / eben als Integralquotient einer gewissen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit discontinuirlicher Gruppe gewählt werden 
kann. Aber auch noch von einem anderen Gesichtspunkte aus tritt die 
ausgezeichnete Stellung der Differentialgleichungen mit discontinuirlicher 
Gruppe hervor. Während im Falle einer continuirlichen Gruppe die func- 
tionale Beziehung zwischen dem Integralquotienten t] und der unabhängigen 
Variabein | nur durch zwei eindeutige Gleichungen, die noch eine dritte 
Variable / enthalten, definirt werden kann, ist diese Beziehung im Falle 

*) Poincariy Acta Mathematica Bd. I, S. 8, § 3. 
) Poincare, ebeada Bd. III, S. 57, § 2. 
) Vgl. Klein, Mathematische Annalep Bd. 21. 
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einer discontinnirlichen Gruppe stets durch eine oder mehrere eindeutige 
Gleichungen zwischen 77 und S allein darstellbar. Diese Thatsache, deren 
Nachweis im Folgenden geliefert werden soll, lässt die Klasse der Diffe- 
rentialgleichungen mit discontinuirlicher Gruppe als die den algebraisch 
integrirbaren am nächsten stehende erscheinen, indem für die letzteren jene 
eindeutigen Gleichungen sich einfach auf eine gleich Null gesetzte ganze 
rationale Function von | und 17 reduciren. Die Analogie, zwischen den 
Differentialgleichungen mit discontinuirlicher Gruppe und jenen mit durch- 
aus algebraischen Integralen wird noch durch den Umstand erhöht, dass 
die Theorie der Primformen, auf welche Herr Fuchs*) die Theorie der 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen zweiter Ordnung gegründet, 
eine fast vollständige Uebertragung auf Differentialgleichungen mit discon- 
tinuirlicher Gruppe zulässt; nach dieser Richtung hin suchen die nach- 
stehenden Bemerkungen jene Analogie zu verfolgen. In einem folgenden 
Aufsatze soll dann insbesondere die Frage erörtert werden, unter welchen 
Bedingungen die Anzahl der Werthe der unabhängigen Variabein, für 
welche, auf geeigneten Wegen fortgesetzt, der Integralqnotient einen und 
denselben Werth erreicht, eine endliche ist; auch behalte ich mir vor, bei 
nächster Gelegenheit eine Verallgemeinerung der hier begonnenen Unter- 
suchung auf Differentialgleichungen von höherer als der zweiten Ordnung 
zu unternehmen. — Während der Drucklegung des vorliegenden, der 
Journal- Redaction Anfangs Februar d. J. eingereichten Aufsatzes wurde 
mir die Dissertation des Herrn Ernst Ritler „Die eindeutigen automorphen 
Formen vom Geschlecht Null" (Mathematische Annalen Bd. 41) durch die 
Güte des Herrn Verfassers zugesandt. Dieselbe bietet, insbesondere in den 
§§ 8 — 10, Berührungspunkte mit den nachfolgenden Betrachtungen dar; ich 
möchte es deshalb nicht unterlassen, an dieser Stelle auf die erwähnte Ar- 
beit hinzuweisen. 

I. 
Ist in einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(A.) -^r = (?(l)9 

Q(i) eine rationale Function von ^, so genügt bekanntlich der Quotient 
r; eines Fundamentalsystems von Integralen der Differentialgleichung dritter 

*) Dieses Jourual Bd. 81, S. 97 tt*.; Hd. 80, S. 1 ff. 
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Ordnung 

und wenn, wie wir im Folgenden stets voraussetzen, die Integrale dieser 
Differentialgleichung überall bestimmt sind*), ist 

n a-b.y 



x = 1 



(2.) 



WO (p(S) eine ganze Function vom höchstens (er— 2)ten Grade bedeutet. 
Ein Fundamentalsystem der Gleichung (A.) wird, wie man weiss, geliefert 
durch die beiden Integrale 

(1.) 9^ = ("J)' 92 = ^t)n 

und um die Gruppe der Substitutionen zu finden, welche ?y beziehungsweise ^i , 
92 erleiden, wenn § alle möglichen Umläufe vollzieht, hat man bekanntlich**) 
folgendermasseu zu verfahren. — Es sei i)«i, Vj^z das zum singulären Punkte 
§ = 6^ gehörige kanonische Fundamentalsystem, dann ist also entweder***) 

oder 

wo ^xi(§|6J, ^x2(?|6J nach positiven ganzen Potenzen von •?— 6^ fort- 
schreitende Reihen, die für S = b^ nicht verschwinden, r, die in ihrem realen 
Theile algebraisch klehiere Wurzel der zu 1 = 6^ gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung bedeuten. Wenn im Falle (3.), wo 1— 2r^ eine ganze 
Zahl ist, ß, verschwindet, so ist in der Umgebung von 1 = 6, jeder Integral- 
quotient eindeutig ; Herr Fuchs bezeichnet in seinen Vorlesungen einen solchen 
Punkt als unwesentlich singulären (point ä apparence singuli^re bei Herrn 



(3.) 



*) Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1886, I, S. 281 ff.; dieses Jour- 
nal Bd. 66, S. 146. 

**) Fuchs, dieses Journal Bd. 75, 8. 17 7 ff. 
*••) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, S. 131—139. 
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Poincare*)), — Wenn nun 

80 lassen sich die Coefficienten aü*^, wie Herr Fuchs gezeigt hat, durch 
unendliche Reihen darstellen, und es ist: 

Da ^, ftir I = b^ verschwindet, so nimmt t] im Punkte ^ = 6^ den Werth a^ 
an, und es stellt im Falle (2.) 

im Falle (3.) 

die zum Punkte ^ = 6^ gehörige Fundamentalsubstitution in der kanonischen 
Form dar. 

Im Allgemeinen brauchen die zu den verschiedenen Punkten f = 6, 
(;^ = 1, 2, ...,(t), gehörigen Fundamentalsubstitutionen nicht sämmtlich von 
einander verschieden zu sein, sie können zum Theil übereinstimmen, zum 
Theil auch Potenzen oder Producte von Potenzen von einander sein. 
Sondert man von diesen o Substitutionen ein System von einander verschie- 
dener aus, so erhält man ein System von Fundamentalsubstitutionen der 
Gruppe G der Differentialgleichung. An diesem System lässt sich nach 
den von Herrn Poincare gegebenen Methoden stets entscheiden, ob die 
Gruppe G eine discontinuirliche, d. h. eine Ftie^sche oder Kleimche Gruppe 
ist. — Wenn dies der Fall ist, und auch nur dann, können wir schliessen, 
dass der zu einem willkürlichen Werthe von S gehörige Werthvorrath von 
T) eine Menge isolirter Punkte bildet, deren Häufungsstellen durch die 
Doppelpunkte der nicht periodischen Substitutionen der Gruppe geliefert 
werden, und dass diese Doppelpunkte, dem Begriff der discoutinuirlichen 
Gruppe zufolge, gewisse Linien überall dicht erfüllen. Durch diese Linien 
wird**) die Ebene der complexen Variabein | in eine stets endliche An- 
zahl von Bereichen Li, La, ..., L^ getheilt, entsprechend den verschiedenen 



*) Acta Matheraatica, Bd. IV, S. 217. 

*) Poincare, Acta Mathematica, Bd. III, S. 70. 
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Seitenflächen zweiter Art des „poly^dre-g^n^rateur", und es ist leicht ein- 
zusehen, dass der gesammte zu einem bestimmten § gehörige Werthvorrath 
von 7], sich stets innerhalb eines einzigen dieser Bereiche vorfindet. Im 
Falle einer FticA^schen Gruppe ist die Anzahl q gleich eins oder zwei, 
je nachdem die Gruppe der ersten, zweiten, sechsten oder der dritten, vierten, 
fünften, siebenten Familie angehört, und man kann stets annehmen, dass 
die Gesammtheit der Doppelpunkte der nicht periodischen Substitutionen 
der Gruppe auf der Peripherie des Einheitskreises der ?/- Ebene gelegen sei. 
Bedeutet nun f(u) irgend eine, bei den Substitutionen der Gruppe 
G unveränderliche eindeutige Function der Variabein Uy und setzt man in 
diese Function an Stelle von u den Integralquotienten ?j(|) der Differential- 
gleichung (A.), so geht f(u) über in einen offenbar eindeutigen Ausdruck 
E(^) von S, so dass also 

und diese eindeutige Gleichung definirt die Function rj von ^ insofern, als 
dieselbe fttr jeden Werth von |, flir welchen der Ausdruck E(|) existirt, 
die sämmtlichen zugehörigen ly-Werthe liefert. In der That braucht der 
Existenzbereich des Ausdrucks E(ß) nicht alle ^-Werthe zu umfassen, flir 
welche die Function ly definirt ist. Sei z. B. f(u) eine Ftic^sche bez. 
Kkin^che Function, die zur Gruppe G gehört, dann ist der Existenz- 
bereich von f(u) auf einen der Bereiche ^1,^2, . . ., L^ beschränkt, da jeder 
Doppelpunkt einer nicht periodischen Substitution von G eine wesentliche 
singulare Stelle von f(u) bildet, dagegen kann ein solcher Doppelpunkt 
?y = a für Werthe § = a zum Vorschein kommen , die nicht zu den singu- 
lären Stellen der Differentialgleichung (A.) gehören, so dass der Existenz- 
bereich der Function § von ij im Allgemeinen mehrere der Bereiche 
Li, . . ., Lg, etwa Li, . . ., L^y umfasst. — Ist dann f^(u) die in dem Bereiche 
L^ (x=l, ...,r) existirende FticÄ^sche oder Klein^che Function, so existirt 
JB^(I) == fXv) nur in einem beschränkten Bereiche yt^ der ?- Ebene, der aber 
nicht, noth wendig aus einem zusammenhängenden Stück besteht, sondern 
seinerseits wieder in mehrere, unter einander gar nicht oder nur längs 
gewissen Linien zusammenhängende Bereiche yi^^\ A^p . . . zerfallen kann. 
In jedem dieser Bereiche, deren Begrenzung durch jene |- Werthe ge- 
liefert wird, die den an der Grenze von L^ gelegenen ?j-Werthen zugehören, 
stellt dann E^(ß) eine andere eindeutige analytische Function dar, und es 
können die verschiedenen Bereiche A^^ auch für verschiedene Werthe von 
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X gich niemalB gegenseitig überdecken, da ja. wie bereits hervorgehoben 
wurde, die sämmtlichen zu einem | gehörigen i^-Werthe allemal in einem 
und demselben L^ gelegen sind. Die Gleichung 

(4.) EX^) = /•.('?) 

stellt also nicht das ganze analytische Gebilde (jiy^) dar. vielmehr sind 
hierzn die r Gleichangen, welche ans !^4.) für ;f = 1, 2. .... r entstehen, 
erforderlich. Diese r Gleichangen müssen aber nothwendig alle Werthen- 
paare des Gebildes (^,1) liefern, die zu einem willkürlichen | oder einem 
willkürlichen t] gehören, und da jedes f^(ri) nur innerhalb des Bereichs L, 
existirt, schliessen wir hieraus, dass jede der Gleichungen (4.) nicht nur 
sämmtliche ij-Werthe, die zu einem $ des Bereichs -/i,, sondern auch umge- 
kehrt die sämmtlichen ^-Werthe, die zu einem t] des Bereichs L, gehören, 
liefern müsse, dass also diese I-Werthe insgesammt innerhalb A, liegen. 
Da nun die Werthe der unabhängigen Variabein, für welche eine ein- 
deutige Function dieser Variabein denselben Werth annimmt, stets eine 
Menge isolirter Punkte bilden, so folgt, dass, wenn die Gruppe der Differenz 
tialgleichung eine discontinuirliche ist, nicht nur zu jedem Werthe der unab^ 
hängigen Variabein | eine Menge isolirter Werthe des Integralquotienten rj, 
sondern auch umgekehrt ssu jedem Werthe von i] eine Menge isolirter Punkte 
S gehört. 

Wir knüpfen hieran die Bemerkung, dass also, während eine ebene 
algebraische Curve stets durch eine Gleichung dargestellt werden kann, 
zur Darstellung einer transcendenten Curve, selbst wenn sich dieselbe über- 
haupt durch eindeutige Gleichungen definiren lässt, im Allgemeinen eine 
eindeutige Gleichung nicht ausreicht. 

Ist der Existenzbereich der Function S von 17 auch auf einen der 
Bereiche L^ beschränkt, so wird das Gebilde schon durch eine eindeutige 
Gleichung vollständig dargestellt; das ist z. B. stets der Fall, wenn qr = 1, 
d. h. wenn G die Gruppe einer in der ganzen Ebene existirenden FticA^schen 
oder /if/dnsclien Function ist. 

Ein Beispiel, wo der Existenzbereich der Function ^ von tj mehrere 
der durch die wesentlichen singulären Punkte der Gruppe*) der Diflferen- 
tialgleichung von einander geschiedenen Bereiche Li, . . ., L^ umfasst, bietet 

•) Poincari, Acta Mathem. Bd. I, S. 198. 
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die Differentialgleichung 



d^' 4 1(1-1)' 9^ 



welcher die Periodicitätsmoduln des elliptischen Integrals zweiter Gattung 

(abgesehen von dem Factor 1''^— 1) geniigen. Die Gruppe dieser Diffe- 
rentialgleichung ist bekanntlich*) dieselbe wie die der gewöhnlichen 
elliptischen Modulfunction, für welche also bei geeigneter Wahl von rj der 
Einheitskreis den Ort der wesentlichen singulären Stellen ausmacht, und 
wie Herr Fuchs gezeigt hat, existirt § als unendlich vieldeutige Function 
von rj für alle complexen Werthe von rj. Bedeutet nun Xi = fi(u) die 
nur für Werthe von u innerhalb des Einheitskreises definirte elliptische 
Modulfunction, X2 = f2(u) die analoge, nur ausserhalb des Einheitskreises 
existirende Function, so werden, wenn man « = ?? setzt: 

^ '^ XUn) = ES). 

wo -Bi(^), ^2(?) in ? eindeutige Ausdrücke bedeuten, deren jeder nur in 
einem beschränkten Bereiche von § existirt, und die Gleichungen (5.) stellen 
zusammengenommen das ganze analytische Gebilde (^^ 17) mit Ausnahme der 
den ?j-Werthen vom absoluten Betrage Eins entsprechenden Stellen des- 
selben dar. 

Die Gruppe G der Differentialgleichung (A.) braucht im Allgemeinen 
nicht vom Geschlecht Null zu sein. Ist sie vom Geschlecht p^ und be- 
deutet X eine zu G gehörige FiicÄ^sche oder jRT/emsche Function, die inner- 
halb des Bereiches L^ existirt und innerhalb des Fundamentalbereichs jeden 
Werth an m^p+1 Stellen tii, U2^ ..., u^ annimmt, so werden die Werthe 
i; = fii, 112, ..•, u^ stets von einander verschiedenen ^-Werthen entsprechen 
müssen, da alle 1/- Werthe, die zu einem und demselben § gehören, durch die 
Substitutionen von G aus einem derselben hervorgehen. Ein auf diesen 
Fall bezügliches Beispiel lässt sich leicht auf folgende Weise bilden. 

Wenn in der Differentialgleichung der Gau^^schen Reihe 

dl* ~ *« I' ^ (1-^)' ^ |(l-ö »^ 

die A, ^, V rein imaginäre Zahlen sind, so sind die Substitutionen Si, S^^ S^, 
welche ein Integral quotient rj erleidet, wenn § einfache Umläufe um die 



*) Fuchs, dieses Journal Bd. 83. 
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singulären Punkte 1 = 0, 1, oo vollzieht, hyperbolische, und da 

Sr^ = S1S2, 

ist die zu dieser Differentialgleichung gehörige Gruppe G aus den beiden 
hyperbolischen Fundamentalsubstitutionen S^, S2 componirt. Damit eine 
solche Gruppe eine discontinuirliche sei, genügt es, zwischen den A, ^, v 
gewisse Ungleichheitsbedingungen festzusetzen, welche sich in der grund- 
legenden Abhandlung von Herrn Poincare*) explicite angegeben finden. 
Setzen wir diese als erfüllt voraus, so ist die Gruppe G eine Ftic^sche 
der dritten Familie vom Geschlecht Zwei. Die zugehörigen Ftic^schen 
Functionen der Variabein u existiren in der ganzen Ebene und lassen sich 
durch zwei derselben, a? = y(fi), y — xp(u)^ rational ausdrücken, während 
zwischen o», y eine Gleichung der Form 

(6.) y^ = (x-a,)(^~^)(^— «3)(^—04)(a?— ös) 

besteht, wo die ai, O21 «3, «4, «s reale Grössen bedeuten**). Setzt man in 
(p und tp an Stelle von u den Integralquotienten ?j, so werden 

eindeutige Functionen von S, die in der ganzen ^-Ebene definirt sind, und 
jede der Gleichungen '(7.) stellt für sich das ganze analytische Gebilde 
(1/, I) dar. Gleichzeitig liefern die Gleichungen 

eine, von der Potncareschen verschiedene Darstellung der durch die alge- 
braische Gleichung (6.) verknüpften Variabein als eindeutige Functionen 
eines Parameters. 

Betrachten wir im allgemeinen Falle einer discontinuirlichen Gruppe 
G eine zu dieser Gruppe gehörige 0-Reihe 

(8.) 0(«) = ^^(S.«)(-^)", 

WO H(u) den Algorithmus einer rationalen Function von u, m eine ganze 
Zahl > 1, 

x^= ^ ,, , ^ 7 a,a^— ö^c, = 1, (* = i,2, ...) 



(7.) 



) Acta Mathem. Bd. I, S. 53. 
) ebenda S. 278. 
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die Substitutionen von G in irgend einer Reihenfolge bedeutet, so ist be- 
kanntlich 

Setzt man in 0(u) an die Stelle von u den Integralquotienten t), so erhält 
man einen Ausdruck in §, der im Allgemeinen nicht eindeutig ist, sondern 
sich, wenn | Umläufe vollzieht, noch mit Factoren der Form 

multiplicirt. Dagegen bleibt der in i)i, ^2 homogene Ausdruck 

(9.) ^r^'-0(ij) = $(9„ 90 = /^(O 

bei allen Umläufen von ^, d. h. bei Anwendung der Substitutionen der 
Gruppe G auf t)i, 1)2, ungeändert, ist also in § absolut eindeutig. Derselbe 
kann jedoch, wenn 9>1 und f als Function von t] in mehreren der Be- 
reiche L^ existirt, in den verschiedenen entsprechenden Bereichen j4^^ ver- 
schiedene analytische Functionen von § darstellen, da die Reihe 0(u) zwar*) 
flir alle innerhalb eines der Bereiche Li, Lj, ..., L^ gelegenen Werthe von 
u convergirt, aber in jedem dieser Bereiche eine andere analytische Function 
ausdrückt. Wir denken uns im Folgenden tj beziehungsweise § immer 
auf einen bestimmten der Bereiche L, bez. yi^J^ beschränkt, indem sich ja 
die für einen solchen Bereich anzustellenden Betrachtungen unmittelbar auf 
alle übrigen in Betracht kommenden Bereiche übertragen lassen. 

Wir finden also, dass sich, wenn die Gruppe G der Differential- 
gleichung (A.) discontinuirlich ist, stets unendlich viele, aus den Elementen 
^1, ^2 eines Fundamentalsystems gebildete (natürlich transcendente) homo- 
gene Functionen, oder wie wir kurz sagen wollen. Formen von endlichem 
Grade angeben lassen, welche gleich eindeutigen Functionen von | sind. 
Wenn die Differentialgleichung (A.) durch algebraische Functionen von | 
integrirt werden kann, stimmt dieser Satz im Wesentlichen mit demjenigen 
überein, den Herr Fuchs in seiner Abhandlung**) aufgestellt hat; in diesem 
Falle sind nämlich 0(ij) und F(^) rationale Functionen ihrer Argumente. 
Herr Fuchs zeigt aber auch umgekehrt, dass aus dem Vorhandensein einer 
aus den Elementen eines Fundamentalsystems gebildeten Form, welche gleich 
einer rationalen Function von | ist, im Allgemeinen erschlossen werden 



*) Poincare, a. a. 0. S. 210 ff. 
*) Dieses Journal Bd. 81, S. 97 ff. 

18 
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könne, dass die Differentialgleichung algebraisch integrirbar sei. — Wir 
können ebenso beweisen, dass, wenn für eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung eine eindeutige homogene Function von i),, 92 von ganzzahligem 
Grade gleich einer eindeutigen Function von | ist, die Gruppe der Diffe- 
rentialgleichung eine discontinuirliche sein müsse. In diesem Falle be- 
steht nämlich eine wie (9.) gestaltete Beziehung. Aus derselben folgt*) 
durch wiederholte Differentiation und Elimination unter Benutzung der Glei- 
chungen (A.) und (1.): 

( (2m 0(i?) 0" (iy) - (2m +1)& (1/)')- 0(i?)-^-~' 

. = (4m^0(l)F(^)^+2mF(§)F''(O-(2m4-l)F'(|)^)-F(^)-^---% 

wo die Accente Ableitungen bedeuten, d. h. eine eindeutige Gleichung 
zwischen t], |, aus welcher wir schliessen, dass sowohl die zu einem will- 
kürlichen Werthe von | gehörigen ?y-Werthe, als auch umgekehrt die f- 
Werthe, welche einem und demselben tj zugehören, eine Menge isolirter 
Punkte bilden, und dies hat offenbar die Discontinuität der Gruppe zur 
Folge. Die Möglichkeit, dass sich die Gleichung (10.) auf eine Identität 
reducirt, lässt sich im Allgemeinen durch ähnliche Schlüsse abweisen wie 
bei Herrn Fuchs**), es ist also für die Discontinuität der Gruppe der Diffe- 
rentialgleichung (A.) nothwendig und hinreichend^ dass eine aus den Elementen 
eines Fundamentalsystems gebildete Form von endlicher Dimension gleich einer 
eindeutigen Function der unabhängigen Variabein | sei. 

Der erwähnte FwcA^sche Satz gewinnt für die Theorie der algebraisch 
integrirbaren Differentialgleichungen hauptsächlich dadurch eine hohe Be- 
deutung, dass er in Verbindung mit dem von Herrn Fuchs in derselben Ab- 
handlung bewiesenen Theorem, wonach der niedrigste Grad einer ganzen 
Form, die gleich der Wurzel aus einer rationalen Function ist, den zwölften 
niemals übersteigt, ein Kriterium liefert, welches ip jedem Falle, durch die 
Auflösung eines Systems linearer Gleichungen, die Entscheidung darüber 
gestattet, ob eine vorgelegte Differentialgleichung zweiter Ordnung durch 
algebraische Functionen integrirt werden könne oder nicht. Wenn auch 
der Natur der Sache nach ein gleich einfaches Kriterium in unserem Falle 
nicht vorhanden sein kann, so scheint es doch nicht überflüssig, in eine 
nähere Erörterung der Frage einzutreten, ob sich nicht auch hier in Bezug 



*) Vergl. Fuchs, a. a. 0. S. 127. 
*) a. a. 0. S. 127 [\. 
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auf den niedri^ten Grad einer Form die gleich der Wurzel aus einer ein- 
deutigen Function von § wird, etwas aussagen lässt. 

Wir erinnern zu dem Ende an den von Herrn Fuchs aufgestellten 
Begriff einer Prtfif/bmi. Herr Fuchs definirt als Primform*) eine Form, „die 
nur solche Factoren enthält, die zusammen das reducirte Wurzelsystem einer 
irreductibeln Gleichung bilden, welcher ein bestimmtes Integral genügt, und 
zwar diese Factoren alle, und jeden zur ersten Potenz." Das heisst mit 
anderen Worten, die aus einer Primform nach Division mit einer geeigneten 
Potenz von Qi entspringende Function des Integralquotienten tj soll nur 
an einer Stelle tj und den aus derselben durch die Substitutionen der Gruppe 
hervorgehenden, verschwinden, und zwar an jeder dieser Stellen von der 
ersten Ordnung. 

Auf den Fall, wo das Geschlecht der discontinuirlichen Gruppe 
grösser als Null ist, kann diese Definition der Primform nicht unmittelbar 
übertragen werden, da sich ein Verschwinden von erster Ordnung nicht er- 
reichen lässt; um vorläufig Erörterungen aus dem Wege zu gehen, die das 
Wesen der uns beschäftigenden Frage nicht berühren, beschränken wir 
uns deshalb auf die Betrachtung von Differentialgleichungen, deren Gruppe 
G vom Geschlecht Null ist, und setzen für das Folgende überdies voraus, 
dass die Anzahl q der Bereiche £i, L^, ..., L, nicht gleich Eins sei, d. h. 
dass die zur Gruppe G gehörigen Fe^cA^schen oder ff/emschen Functionen 
nicht in der ganzen Ebene, sondern immer nur in beschränkten Bereichen 
existiren mögen. Um jedoch die Fälle der endlichen Gruppen so wie jene, 
welche doppeltperiodischen Functionen entsprechen, mit zu umfassen, modi- 
ficiren wir die letztere Annahme dahin, dass der Existenzbereich der zur 
Gruppe gehörigen Ftic^schen oder Kleinschen Functionen ein einfach zu- 
sammenhängender sei, in dessen Innerem sich keine wesentliche singulare 
Stelle der Gruppe befindet. 

IL 
Die in der vorigen Nummer durch Multiplication einer 0- Reihe mit 
einer Potenz von i)i gewonnene homogene Function von i)i, 92? ist im All- 
gemeinen keine FticA^sche oder ÄZetusche Function; um dieselbe in eine 
solche umzugestalten, ist es zweckmässig, diejenige zur Gruppe G gehörige 
FwcÄ^sche oder Klein^che Function einzuführen, durch welche sich alle 



*) a. a. 0. S. 114. 
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anderen rational ausdrücken. Diese Function ist, abgesehen von drei 
willkürlichen Constanten, von denen sie linear abhängt, vollkommen be- 
stimmt, wenn wir denjenigen der Bereiche L,, ..., L, angeben, innerhalb 
dessen jene Function existiren soll. Möge zu einem bestimmten § ein Werth 
von rj gehören, der dem Bereiche L^ angehört, und sei x = f(ri) die inner- 
halb L« existirende Function von der erwähnten Beschaffenheit. Dann 
bilden bekanntlich*) 

■ (10 yi = (-äp ^ y^ = vyi 

ein Fundamentalsystem einer linearen homogenen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit in x rationalen Coefficienten 



(B.) -g', = P<:x)y, 



deren Integrale überall bestimmt sind, und es ist x eine eindeutige Function 

von f. Die Function x = /(ij) nimmt innerhalb des Fnndamentalbereichs 
jeden Werth nur einmal an, die singulären Punkte x = ai^ 02, . . ., a^, 
a^^j = 00 der Differentialgleichung (B.) entsprechen den Eckpunkten tj = «i, 
«27 • • •? «»+1 des dem Bereiche L^ angehörenden Fundamentalpolygons, und 
die Differenz der Wurzeln der zu einem der singulären Punkte x = a^, 
(x = 1, 2, ..., n+1) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung ist 
der reciproke Werth einer ganzen Zahl ß^, die wir als positiv voraussetzen 
können, oder Null, so dass also die zu den einzelnen singulären Punkten 
gehörigen Fundamentalsubstitutionen elliptische oder parabolische sind. Diese 
Fundamentalsubstitutionen sind sämmtlich von einander und von der iden- 
tischen Substitution verschieden, was aber natürlich nicht ausschliesst, dass 
einzelne der Zahlen ß^ mit einander übereinstimmen können. Endlich sind 
die wesentlich singulären Stellen der Gruppe G, d. h. die Doppelpunkte 
der nicht periodischen Substitutionen, sämmtlich wesentliche singulare Stellen 
der Function x. 

Die Differentialgleichung (A.) wird durch die Substitution 

(2.) y=(^-)%' ^=m), 



*) Poincare^ Acta Mathcmatica, Bd. I, S. 229. 
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in (B.) übergeführt, und es ist: 

Mültipliciren wir also die in der vorigen Nummer eingeführte homogene 
Function 

mit (-^) , 80 verwandelt sich dieselbe in eine ebenfalls homogene Function 
von ^1, y, 

Ä(»i, »2) = (-^r$(9u 92), 

und diese ist nun offenbar*) eine FticA^sche oder ^/ansehe Function von 
7]^ also eine rationale Function von x. 

Wir wollen allgemein eine homogene Function von pi, 92 vom Grade 
r, die durch Multiplication mit pf*^ in eine eindeutige Function von t] und 

r 

durch Multiplication mit (-3^) in die Wurzel aus einer rationalen Func- 
tion von X übergeht, eine invariante eindeutige Form von q^, ^2 nennen. 
Wie leicht einzusehen, muss dann r eine rationale Zahl sein, und es ist folg- 
lich jede solche Form die Wurzel aus einer eindeutigen Function von f. 
Sei $(9i, 92) eine so beschaffene Form, und setzen wir 



(3.) 



^(9n 93) = 9lH(i/) = (-|-) %^H(i?) = (-|-) 'H(y,,y,) 



r 

T 



=(^) «w- 



80 ist also R(x) die Wurzel aus einer rationalen Function von x, H(??) 
eine eindeutige Function von j?, H{y^^y^ eine homogene Function rten 
Grades von yi, y^. Insbesondere soll $(9i, 92) eine ganze Form heissen, 

wenn dieselbe für solche endlichen Werthe der ^i, 92 ? deren Quotient — 

VI 

dem Bereiche L, angehört, niemals unendlich wird, d. h. wenn H(i?) für 
kein innerhalb L, gelegenes 17 und also R(x) nur so unendlich wird, wie 
jff'^ verschwindet. Jede invariante eindeutige Form ist dann als Quotient 
zweier ganzen Formen darstellbar. Um die allgemeine Gestalt einer 



*) Poincari, Acta Mathem. Bd. I, S. 235. 
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ganzen Form aufzustellen, haben wir daher zunächst die Art des Ver- 
schwindens von t/i zu untersuchen. Hierbei macht es nun einen wesentlichen 
Unterschied aus, ob die Gruppe G parabolische Substitutionen enthält oder 
nicht ; wir wollen deshalb vorerst das Auftreten solcher Substitutionen aus- 
schliessen, d. h. die Annahme machen: die zu den singulären Punkten 
o^(;f = 1, 2, ...,«+1) gehörigen Fundamentalsubstitutionen seien sämmtlich 
elliptische, also die ß^ endliche ganze Zahlen. — Bei geeigneter Wahl von 
Tj ist alsdann y^ für jeden regulären Werth von x endlich und von Null 
verschieden, verschwindet für a? = a,(;f = 1, 2, ..., i») von der Ordnung 

^—^^ und wird für unendlich grosses x wie die ^(l+-g — )te Potenz 

von X unendlich. Die Anzahl der Nullstellen von yi ist daher, wenn 
wir die Unendlichkeitsstellen als negative Nullstellen hinzuzählen, 



"+i / 1 \ 1 

(4.) .^.(i-i^)-' = -V- 



Wir nennen v den zn den Differentialgleichungen (B.) und (A.) gehörigen 
Grad. — Das zn einer ganzen invarianten Form gehörige R(x) hat also 
die Gestalt 

G(x) 



R(x) = 



»=1 



WO G(x) die Wurzel aus einer rationalen Function von x bedeutet, deren 
Grad p den Werth 



r 

p = 



V 

haben muss, damit R(x) für a? = oo von derselben Ordnung wie y\ ver- 
schwinde. 

Sei 



G{x) = n(x-c;)\ 

i—l 



wo die c, sämmtlich von einander verschieden, die A, rationale positive 
Zahlen und 



m m» 



1=1 



V 



möge ferner ^, diejenige innerhalb des Fundamentalpolygons gelegene 



*) Vgl. Poincare, Acta Mathem. Bd. I, S. 235. 
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Stelle bezeichnen, für welche x = f{r]) den Werth c, annimmt, dann wird 
H(?y) für jedes ^ = y< und die aus diesen Werthen durch die Substitutionen 
der Gruppe entstehenden verschwinden, und zwar, wenn a: = c^ ein regulärer 
Punkt der Differentialgleichung (B.) ist, von der Ordnung i,, wenn c, mit 
dem im Endlichen gelegenen singulären Punkte a^ zusammenfällt, von der 
Ordnung i,/?^. Da aber H(ri) eine eindeutige Function von ri sein soll, 
folgt hieraus, dass für einen regulären Werth c^ der Exponent A. noth- 
wendig eine ganze Zahl, dagegen für c, = a^ ein ganzzahliges Vielfaches 

von -5— sein müsse. Sind umgekehrt diese Bedingungen für die Expo- 

nenten i^ erfüllt, so ist R{x)yz'^ in der Umgebung jeder innerhalb des Be- 
reiches L^ gelegenen Stelle ri eindeutig, also eine uneerzweigte Function 
von tj. Da aber der Bereich L^ der in Nr. 1 getroffenen Voraussetzung zu 
Folge ein einfach zusammenhängender ist, in dessen Inneren keine wesent- 
liche singulare Stelle der Function x von 7/ liegt, lässt sich jeder ge- 
schlossene Umlauf von 1?, der einem geschlossenen Umlauf von x entspricht, 
auf einen Punkt zusammenziehen, es ist also eine Function von x, die als 
Function von ri unverzweigt ist, auch eindeutig in ??. Also ist R(x)yT 

r 

eine eindeutige Function von 7;, folglich stellt R(x)\-^-) auch stets eine 

ganze, invariante, eindeutige Form von i)i, i)^ dar, wenn die angegebenen 
Bedingungen für die Exponenten >., erfüllt sind. Hierdurch ist die allge- 
meine Gestalt einer ganzen, invarianten, eindeutigen Form vollkommen be- 
stimmt. Wir können aber für diese Formen durch Einführung des Be- 
griffs der Primformen eine viel übersichtlichere Darstellung gewinnen. 

Im Anschluss an die in Nr. I erwähnte Definition, welche Herr Fuchs 
für die Primformen einer algebraisch integrirbaren Differentialgleichung ge- 
geben hat, wollen wir eine ganze invariante Form von iji, Xjz eine Primform 
nennen, wenn das zu derselben gehörige H(i?) nur an einer Stelle tj und 
an den aus derselben durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehenden 
verschwindet, und zwar an jeder dieser Stellen von der ersten Ordnung. 
Aus dieser Definition und den gefundenen Ergebnissen folgt, dass eine Prim- 
form durch Angabe ihrer Nullstelle innerhalb des Fundaraentalpolygons, 
abgesehen von einem constanten Factor, vollkommen bestimmt ist. Sei 
diese Nullstelle ^ = 7 keine Ecke des Fundamentalpolygons, dann ent- 
spricht ihr ein nicht singulärer Werth x = c^ und es ist in der Umgebung 
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von 7] = y: 



x-c = *i(^-y)+«'2(i?— y)'+-, 



wo fi von Null verschieden ; das zu der für 17 = y verschwindenden Prim- 
form gehörige G(x) reducirt sich also auf x^-c, woraus ;? = 1, r = i/ folgt 
Die Primform, deren Nullstelle innerhalb des Fundamentalpolygons der 
nicht singulare Werth ^ = y ist, hat also den Grad p und die Gestalt: 



(5.) 



dx 






= (-^y) (x-c)nCx'-a,) 



(t - T -ir) 



Handelt es sich um die Aufstellung einer für rj^^a^ (;f = 1, 2, .... ») und 
die correspondirenden Stellen verschwindenden Primform, so beachten wir, 
dass in der Umgebung von ?? = «^ 



/j.+i 



J^-«x = «i(^-«x) '+«2(^-ax) * +•-, 



also 



G(x) = (a:-aO^^ /> = 



?.' 



r = 



Ä 



zu nehmen ist. Die zu ^ = «^ gehörige Primform lautet demgemäss: 



(6.) 



*x(9n 9.) = 9/' XC»?) = ( S) ''' F^yu yd 



= (#) 



2^ 



rfl 



1_ _v_ /_1^ 



V /\ 11 



^ "^v) 



Endlich ergiebt sich für die an der Stelle ?; = a„^_i verschwindende Prim- 



form der Grad 



V 



ßn + 



und die Darstellung: 



(70 






= ( 






y"^^"-' 77(x-«..)^("^'^^) 



«=1 



Die Functionen X^^ X>, ..,, ^„^1 stimmen mit den von Herrn Poincare 
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aufgestellten und ebenso bezeichneten Ausdrücken überein*); für den Fall 
II = 2 hat dieselben bereits Ralphen**) angegeben. 

Wir können nun sofort die folgenden Sätze aussprechen, denen wir 
die analogen, von Herrn Fuchs für die algebraisch integrirbaren Differential- 
gleichungen aufgestellten, in Form von Citaten an die Seite stellen. 

1) Verschwinden zwei Primformen für denselben Werth von i?, so 
sind sie identisch (dieses Journal Bd. 81, Nr. II, IV). 

2) Jede ganze invariante eindeutige Form ist als Product von Prim- 
formen darstellbar (ebenda Nr. II, V). 

3) Der Grad einer Primform ist ein aliquoter Theil des zur Diffe- 
rentialgleichung (A.) gehörigen Grades v (ebenda Bd. 85, S. 2, II). 

4) Der dem absoluten Betrage nach höchste vorkommende Grad einer 
Primform ist v, und es giebt unzählig viele von einander ver- 
schiedene Primformen dieses Grades (ebenda S. 4, IV). 

5) Ist |,a| < |i^|, so ist die Anzahl der Primformen /^ten Grades gleich 
der Anzahl jener elliptischen Fundamentalsubstitutionen, welche 
bei verschiedenen Doppelpunkten denselben Multiplicator 

e ' 
haben (ebenda S. 11, II). 

6) Ist ßi eine der Zahlen /3i, ß-^^ ..., Ä+n die nicht kleiner ist als 

alle übrigen, so ist -^- der dem absoluten Betrage nach niedrigste 

Grad einer Primform (ebenda S. 5). 

7) Zwischen je drei Primformen vten Grades findet eine lineare 
homogene Beziehung mit constanten Coefficienten statt (ebenda 
S. 13, VII.) 

Seien in der That ^,.,, ^y^, ^^^ drei solche Primformen und 

c>e = f(}\) (^= 1.2,3), so ist: 

also 



*) a. a. 0. S. 237. 

*) Comptes Rendus 1881 I. S. 857. 
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8) Das Gleiche gilt fUr drei Formen, welche entweder Primformen 
vom ^'ten Grade oder solche vom absolut niedrigeren, ,aten Grade, 
zur Potenz vifi sind (ebenda Nr. 7, Gl. (4.), (7.), (8.), (8*.))*); 
es lässt sich folglich die allgemeine Primform yten Grades in 
der Form 

darstellen, wo a^ ß Constanten, i, x zwei verschiedene der Zahlen 
1, 2, . . ., (w+l) sind. 
Endlich wollen wir für unsere Primformen Relationen herleiten, 
welche als Verallgemeinerungen der Covariantenbeziehungen zwischen den 
F«rA«schen Primformen aufgefasst werden können. 
Es ist nämlich nach Gleichung (6.), (7.) 



'jr 



(9.) x—a^ = — 5 — : (« = 1,2 n) 

setzt man diese Werthe in Gleichung (7.) ein und rechnet unter Berück- 
sichtigung von Gleichung (1.) Nr. I und Gleichung (4.) -.— aus, so kommt: 

Andererseits folgen durch directe Differentiation der Gleichung (9.) und 
der Gleichung 






nach ?j, wenn wir die Ableitungen durch Accente bezeichnen, die Glei- 
chungen 

"^ V^^n+i _ Y'^w-ffVY Y' /-? Y Y' > 

woraus sich vermöge der Homogeneität der Formen ^ und unter aber- 
maliger Berücksichtigung von Gleichung (4.) die gesuchten Relationen 



(11.) 






X 



^'* ^^ *i •'* • • • f »»^ 



ar-l ' 



*) ^gl» Poincare, Acta Mathem. Bd. I, S. 237, Halphen, Memoires presentes etc. 
Bd. 28; Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder S. 49. 
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ergeben, wo in üblicher Weise ((p, xp) die Fuuctionaldeterminante der beiden 
binären Formen q), xp bezeichnet. 

Der zu den DiflFerentialgleichungen (A.) und (B.) gehörige Grad v 
hängt offenbar nur von der Gruppe G der Differentialgleichung ab. Der- 
selbe ist im Allgemeinen eine endliche negative Zahl, deren reciproker mit 
271 multiplicirter Werth, absolut genommen, im Falle einer Fuchs^chen 
Gruppe (erster Familie) den pseudosphärischen Inhalt (das Poincare^che S*)) 
des Fundamentalpolygons liefert. Einfache zahlentheoretische Ueberlegun- 
gen**) lehren, dass i^, wenn es positiv ist, auch ganzzahlig sein muss, und 
dass dies nur eintreten kann, wenn die Gruppe G eine endliche ist. In 
diesem Falle gehen unsere Formeln direct in die von Herrn Fuchs für die 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen aufgestellten über; r ist der 
Grad der Gleichung mit eindeutigen Coefficienten , welcher t] als Function 
von I genügt, und die Primformen sind durch die bekannten Ausdrücke 

gegeben. Auch ist alsdann — der sphärische Inhalt des zu der betreffen- 
den endlichen Gruppe gehörigen Fundamentalpolygons. Dagegen wird für 
j/ = oo die Gruppe G die einer geraden doppeltperiodischen Function; als 
die vier einzig möglichen, von Herrn Poincare bereits angegebenen***) 
Fälle, wo dies eintreten kann, ergeben sich nach leichter Discussion: 

A = 2, A = 4, Ä = 4, . 
/:fi = 2, /?, = 3, Ä = 6, 
fi = 3, Ä = 2, /:?, = 2, /?3 = 2, /!/,= 2. 

Auch in diesen Fällen lassen sich die Primformen leicht mit Hülfe von 
elliptischen Functionen ausdrücken; es erübrigt demnach nur, eine Darstellung 
der Primformen zu geben, wenn y<0. 

Betrachten wir zu dem Ende die Form: 



(12.) *(9., 9.) = Xi\X{ri) = (-^O ' (ax+6) n {x-a.) 



dx \ '^ ^ , I.N J!. /_ _ ^\T~~T~ß~) 

5| ' " ,=1 



80 Stellt dieselbe, abgesehen von einem constanten Factor, im Allgemeinen 
die für 0? = verschwindende Primform i^ten Grades, dagegen wenn 

*) Acta Mathem. Bd. 1, S. 8. 
**) Vergl. Ä7eiw, Ikosaedor S. 117 tf. 
) Acta Mathem. Bd. IV, S. 226. 
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— =0x5 (^ = 1? 2, ...,i»), die /3^te Potenz der zu x = a^ gehörigen, für 

a = die /?n+ite Potenz der zu a? = c» gehörigen Primform dar. Sei p das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen ß^^ ..., /9„, /3^i und 

(13.) a = — ^ = /|(l-^-)-2p, 

SO ist a eine positive ganze Zahl, und der Ausdruck 

(14.) (X(r))y = {-^l)\ax+br hi^-a/'"^'^'^ 



M=l 



lässt sich folglich nach Herrn Poincare*) durch eine ©-Reihe darstellen, 
die an keiner innerhalb L^ gelegenen Stelle rj unendlich wird und nur an 

den dem x = entsprechenden Stellen rj verschwindet. Die allgemeinste, 

an o beliebigen Stellen des Fundamentalbereichs von L, verschwindende 
und innerhalb L, allenthalben endliche 0- Reihe ist in der Form 

(15.) 0(v) = {-%y9o(.x)n(x-aS^'~~''^^ 

enthalten, wo ga(x) eine ganze rationale Function aten Grades von x be- 
deutet; sie lässt sich also als homogene lineare Function mit constanten 
Coefßcienten von a-fl geeignet gewählten ebenso beschaffenen 0-Reihen 
darstellen. Man könnte die letzteren etwa so wählen, dass sie aus (15.) 
hervorgehen, indem für' g^x) die successiven Potenzen x^\ x^^ ..., x*' ge- 
setzt werden, um aber die Poincare^che Darstellung einer ©-Function direet 
anwenden zu können, ist es zweckmässiger, es so einzurichten, dass jede 
jener a+l Functionen an a verschiedenen Stellen verschwindet. Dies 
kann, nach einem von Kronecker**) angewandten Verfahren, mit Hülfe der 
La^rait^eschen Interpolationsformel stets auf folgende Weise erreicht werden. 
Seien r„, fi, ..., r„ beliebige von einander verschiedene Zahlen und 

A(a:) = £(a:-0; A.(x) - -^£^^,^, (-«m .) 

so sind die Nullstellen von A,(x) sämmtlich von einander verschieden, und 
es lässt sich die 0- Reihe: 



/ dx \^ " * 



*) Acta Mathem. 13d. I, S. 23511*. 
*) Dieses Journal Bd. 90. 
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durch onmittelbare Anwendung der von Herrn Poincare gegebenen Metho- 
den*) als Function von rj darstellen. 
Setzen wir nun 

1)1^0,(7?) = ^,(9,, 9,); 9?^0(^) = «)(9n 92), 
80 ergiebt sich 

^(9l, 1)2) = i.^a(0$x(9M 92), 

und also nach den Gleichungen (12.), (14.) insbesondere: 

Diese Darstellung hat, abgesehen von dem Aufwand rechnerisch fast 
undurchführbarer Schwierigkeiten, dessen es bedarf, um zu derselben zu 
gelangen, den Mangel, dass sie die Eindeutigkeit der von den Factoren 
^f befreiten Primformen /uten Grades nicht unmittelbar hervortreten lässt. 
Sie lehrt uns aber, dass die ate Potenz der Primformen vom absolut höch- 
sten, j/ten Grade sowie die ß^ate Potenz der Primform ^, rationale Func- 
tionen von X, also in § eindeutig sind, und dass dies auch für keine niedri- 
gere Potenz jener Primformen eintritt. Ebenso ist natürlich ^(^i, 1)2) eine 
ganze invariante eindeutige Form, die gleich einer eindeutigen Function 
von ^ ist. In gewissen besonderen, leicht angebbaren Fällen ist a = 1, 
z. B. tritt dies stets ein, wenn i^>0, dann stimmt das eben hergeleitete 
Resultat mit dem Satze von Herrn Fuchs**) überein. 

HI. 

Wir wollen nun die Modificationen angeben, welche an den Betrach- 
tungen der vorigen Nummer anzubringen sind, wenn unter Festhaltung aller 
übrigen beschränkenden Votaussetzungen das Auftreten parabolischer Sub- 
stitutionen in der Gruppe G zugelassen wird (vergl. oben S. 144). In 
diesem Falle müssen nothwendig einzelne der zu den singulären Punkten 
der DiflFerentialgleichung (B.) gehörigen Fundamentalsubstitutionen selbst 
parabolische sein; möge dies für 0^ = 0^, a^, ..., a,^ und, was sich ja stets 
erreichen lässt, auch für o; = cx) eintreten, dann ist also 

*) Acta Mathem. Bd. I, S. 238 fr.; vergl. insbesondere S. 238. 
**) Dieses Journal. Bd. 85, S. 13, VII. 
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Wenn wir den Begriff der ganzen invarianten Form wieder dahin fassen, 
dass eine solche Form für endliche Werthe der i)i, ^2 an keiner innerhalb 
des Bereichs L^ gelegenen Stelle unendlich wird, so hat in dem durch 
Gleichung (3.) voriger Nummer gegebenen allgemeinen Ausdruck R(x) 
nach wie vor die Gestalt: 

m 

n (x-c,)'' 

1=1 m f» 



(1.) ^(^)="-77-a-Tir' .^/■= 



V 



-v-.l,(i-ix)-i- 



und die für die Exponenten il, geltenden Bedingungen sind für reguläre 
und solche singulare Werthe C;, die nicht zu den logarithmisch singulären 
a« gehören, dieselben wie die in der vorigen Nummer angegebenen, während 
wenn c, einen der Werthe a^, (« = 1, 2, ..., a) hat, das zugehörige A, jede 
beliebige positive rationale Zahl sein kann. Folglich bleiben auch die für 
die Primformen entwickelten Formeln bestehen, soweit sich dieselben auf 
reguläre oder nicht logarithmisch singulare Punkte beziehen, dagegen ist 
für den logarithmisch singulären Punkt x = a^ 



dx\ ^ ^ _ \ Jl /_ _ N*'^ 2 2 ß^J 



i'w) (^-oiö n(x-a;) 



insofern als Primform zu betrachten, als dieser Ausdruck nach Absonderung 
des Factors pl zwar innerhalb L^ an keiner Stelle verschwindet, aber wenn 
71 in den zu a: = a,, gehörigen Werth a^ so einrückt, wie es einrücken muss, 
damit x = a,, werde, streng gleich Null wird. 

Bei manchen Untersuchungen kann es jedoch nützlich sein, den 
Begriff der ganzen Form rten Grades in dem vorliegenden Falle dahin zu 
fassen, dass eine solche Form nicht nur für alle ?? -Werthe, die innerhcUb 
L^ liegen, sondern auch noch dann einen endlichen Werth behalte, wenn 
T] längs der Seite eines Polygons aus dem Innern von L^ kommend in 
einen, der den logarithmisch singulären Punkten entsprechenden Punkte 
der Begrenzung von L^ eintritt. (In der That unterscheidet sich ein solcher 
Punkt der Begrenzung von den Doppelpunkten der hyperbolischen und 
loxodromischen Substitutionen dadurch, dass, wenn tj auf die angegebene 
Weise in denselben einrückt, die Function x von tj einen wohlbestimmten 
Werth wirklich annimmt, während dieselbe in der Nähe aller anderen 
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Punkte der Begrenzung völlig unbestimmt bleibt.) Um dieser Forderung 
entsprechen zu können, sieht man sich aber genöthigt zuzulassen, dass die 

r 

/ dx\~ ^ 

von dem Factor {^-^) befreite Form nicht nur aus rationalen Potenzen 

von rationalen Functionen von x, sondern auch aus Logarithmen solcher 
rationalen Functionen zusammengesetzt sei. Wir wollen, unter Zugrunde- 
legung dieser Definition einer ganzen Form, deren allgemeine Gestalt auf- 
zufinden suchen und betrachten zu dem Ende das Verhalten von j^i an 
einer logarithmisch singulären Stelle. 

Sei die zum Punkte x = ai gehörige parabolische Substitution 

dann ist (vergl. S. 134) in der Umgebung von x = Oi 

^-r^)- = ^/+(ir~a,)^,(a;|a,) + log(aT-aO, 

wo dl eine Constante, ^i(x\ai) eine gewöhnliche Potenzreihe von x—ai, die 
für X =^ üt nicht verschwindet, bedeuten. Setzt man also 

2/11 

so verschwindet t^^ wenn rj in a, so einrückt, wie es einrücken muss, damit 
ar = a/ werde, und*) in der Umgebung von /, = ist: 

wo %(ti)^ $,(<,) gewöhnliche Potenzreihen von /, bedeuten, die für <, = 
von Null verschiedene Werthe annehmen. Ebenso ist, wenn 

1 ^ _ J , 

die zu a? = 3c gehörige Fundamentalsubstitution darstellt und 

2711 

gesetzt wird, in der Umgebung von /„^i = 0: 

(3.) . 



*) Vergl. Poincar^, Acta Mathem. Bd. I, S. 273. 
Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 2. 20 
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WO auch ^(/„+i), ^(<n+i) gewöhnliche, nicht mit t^^i verschwindende Potenz- 
reihen bedeuten. 

Wir werden daher in dem durch die Gleichung (3.) voriger Nummer 
gegebenen allgemeinen Ausdruck einer ganzen Form rten Grades zu setzen 
haben: 

(4.) R(x) = ^^' 



— r 



n C^-a.)"^ ' ' ''^""^ llog n (x-au)\ 

Dabei müssen, um die Eindeutigkeit in j? zu wahren, die positiven Expo- 
nenten Xi dieselben Bedingungen erfüllen, wie in dem durch Gleichung (3.) 
voriger Nummer dargestellten Ausdruck, nur mit dem Unterschiede, dass 

(5.) ^^^=~^ -4 = i(i-f-i)-<^-i' 

ZU nehmen, also r auch wieder rational vorauszusetzen ist. Es erhellt 
dann unmittelbar, dass 

in den nicht logarithmisch singulären Punkten sowie für alle Werthe von 
X, welche nicht 

\n (x-a„)-i)n (x-c,) 

annulliren, einen endlichen und von Null verschiedenen Werth hat; dass 
diese Eigenschaft von H(??) auch an allen übrigen von den c^ verschiedenen 
Stellen x gewahrt bleibt, soll nun gezeigt werden. 

Betrachten wir zunächst einen der logarithmisch singulären Punkte 
x== Gl und den correspondirenden Eckpunkt ^ = «/ des Fundamentalbereichs, 
dann ist in der Nähe von ri = aii 

ß(x) = t?-md-72nr-i ' 






-r 1 



wo ^(//), ^i(//) gewöhnliche Potenzreihen von t^ bedeuten, deren erstere für 
// = stets von Null verschieden ist. Hieraus und aus den Gleichungen (2.) 
ist nun unmittelbar ersichtlich, dass, wenn i] aus dem Innern von L« kommend, 
längs einer Polygonseite in den Werth a^ einrückt, d. h. so dass ti und 
x—Qi verschwinden, H(??) einen endlichen und von Null verschiedenen 
Werth erhält. 
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In der Umgebung von a: = oo, beziehungsweise iy = of^^i, erhalten 
wir, da 

\ogn(x-a,) = alogir+log/7(l--^"), 
für R(x) die Entwickelung 



r 

fi(.) = (.-i-y gja,.) ,- 2:-r.^^i 



WO ?(J(/„+i), ?(Ji(/„4.,) gewöhnliche Potenzreihen von /^+i bedeuten, deren 
erstere nicht mit /„^i gleichzeitig verschwindet, und dies giebt, nach Glei- 
chung (3.), mit yr'^ multiplicirt, ein Resultat, welches einen endlichen und 
von Null .verschiedenen Werth annimmt, wenn r\ auf die mehrfach ange- 
gebene Weise in den Punkt «„^.i eintritt. 

Sei endlich x^b eine A-fache Nullstelle von //(o:— a,,)— 1, die flir 

»=i 

den Werth i? = /3 zum Vorschein kommt , so ist in der Umgebung dieser 
Stelle 



1=1 



logi7(a^-a„) = log(l-(a;-6y(fo+f,(a:-6)+-)), 

1 = 1 

= {x^b)\S,-^S,{x-b)^-^\ 

wo 6ui ^0 von Null verschiedene Constanten bedeuten, folglich hat die 
Function H(i?) auch an dieser Stelle einen endlichen und von Null ver- 
schiedenen Werth und verhält sich in der Umgebung von ?? = /3 eindeutig. 
Wir haben also in 



^(^M t)2) = (S) «W. 



dl 

WO Ä(^) durch die Gleichung (4.) gegeben wird, den allgemeinen Ausdruck 
einer ganzen invarianten eindeutigen Form, d.h. einer Form, die nur an 
den Stellen x = c, verschwindet, sonst aber allenthalben innerhalb L^ und, 
in dem angegebenen Sinne, auch in den an der Grenze von L, gelegenen 
Doppelpunkten parabolischer Substitutionen der Gruppe G endlich und von 
Null verschieden ist. Der Ausdruck 

20* 



156 Schlesinger, die bei linearen Differentialgleichungen auftretenden Primformen, 

•[.nr(x-o«)-i]" 

stellt im Allgemeinen die zu x = , dagegen wenn = «x, wo a, 

ein nicht logarithmisch singulärer Punkt, die /i,te Potenz der zu diesem 

Punkte gehörigen Primform dar. Ist = a^^, so verschwindet die Form 

*(9i? 92)7 wenn ?? auf die oft gedachte Weise in den Punkt «« und die durch 
die Substitutionen der Gruppe daraus hervorgehenden Stellen einrückt, wie 

2m 

und spielt daher für diesen Punkt dieselbe Rolle, wie die /3»te Potenz der 
Primform für einen nicht logarithmisch singulären Punkt a,. 
Bemerken wir noch, dass im Allgemeinen erst 

eine eindeutige Function von ^ wird, während ^(pn^i) und ^(1)1,92) sich 
aus Wurzeln und Logarithmen eindeutiger Functionen von ^ zusammen- 
setzen. Auf eine Darstellung dieser Formen hoffe ich bei einer späteren 
Gelegenheit zurückkommen zu können. 

Wenn nur einer der singulären Punkte aj = ai, Oj, ..., a«? ^ ^iu 
logarithmisch singulärer ist, so kann durch Anwendung eines einfachen 
KunstgriflFs die volle Gültigkeit der in der vorigen Nummer entwickelten 
Formeln erzielt werden. Wir können uns nämlich diesen logarithmisch 
singulären Punkt stets nach x = 00 verlegt denken und dann rj so wählen, 
dass es für x = oc auch unendlich wird. Die zu a: = oo gehörige para- 
bolische Fundamentalsubstitution hat alsdann die Form 

und es ist in der Umgebung von x =- oc: 

l = mo. 

wo 

*J 
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ist und $(/), ^i(0 gewöhnliche Potenzreihen von / bedeuten, die fiir < = 
nicht verschwinden. Man ersieht hieraus, dass bei Beibehaltung der Aus- 
drücke, die in der vorigen Nummer für die ganze invariante Form $(91,92) 
und für die zu regulären oder im Endlichen gelegenen singulären Punkten 
gehörigen Primformen hergeleitet wurden, die Endlichkeit dieser Formen 
auch dann erhalten bleibt, wenn 77 so in den Werth 00 und die aus dem- 
selben durch die Substitutionen der Gruppe hervorgehenden einrückt, wie 
es einrücken muss, damit x = 00 werde. Dagegen spielt für a; = 00 die Form 

dieselbe Rolle , wie für einen nicht logarithmisch singulären Punkt x = a^ 
die (3 Je Potenz der entsprechenden Primform. 

Für « = 2, A = 3, /?2 = 2, ßz = oc, o, = 0, «b = 1, § = x, d. h. im 
Falle der elliptischen Modulfunction, stimmen diese Formen mit denjenigen 
überein, welche Herr Klein in seinen „Vorlesungen über die Modulfunction"*) 
betrachtet und die, abgesehen von constanten Factoren, direct durch die In- 
varianten ^2) ^3 und die Discriminante J der biquadratischen Form, aus 
welcher die Modulfunction entspringt, dargestellt werden. Ebendaselbst**) 
leitet Herr Klein auch Relationen für diese Formen her, welche sich aus 
unseren Gleichungen (11.) voriger Nummer durch Specialisirung ergeben. 



*) S. 117—129. 
••) S. 118 § 3. 
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Erweiterung eines Pfaff sehen Satzes auf simultane 

totale Differentialgleichungen erster Ordnung und 

Integration einer Klasse von simultanen partiellen 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn M. Hamburger,) 



Jöei der Lösung des P/a;fschen Problems, eine totale Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen mehr als zwei Veränderlichen voll- 
ständig zu integriren, besteht die Hauptoperation des Verfahrens, welches 
der berühmte Urheber hierfür einschlägt, in der Reduction des Diiferential- 
ausdrucks 

ü = a^dx^+OidXiA Va^dx^, , 

wo die Coefficienten a^ , . . . , a„ Functionen der veränderlichen Grössen 
iFi , . . . , Xr, sind, auf die Form 

so dass A, «1, ..., a«_i Functionen von a-i, ..., o:«, hingegen «i, ..., a^_^ 
Functionen von i^i, ..., y^^y seien, und dass die Anzahl der letzteren veränder- 
lichen Grössen um Eins kleiner sei als die Anzahl der Grössen o?!, ..., a:„*). 
Die darin gestellte Aufgabe übertragen wir auf ein System von p 
simultanen Diflferentialausdrücken erster Ordnung der Form 

(1.) U^ = a\dxy-\-aldx2-\ Vaidx^ (e = i, 2 p)^ 

wo af, . . ., ai Functionen von x bedeuten und p <,n ist, in folgender Ge- 
stalt: Es soll vermittelst eines Grössensystemes 

dessen Determinante J von Null verschieden sei, eine Reduction der Diffe- 
reutialausdrücke (1.) auf solche von w— 1 Variabein derart bewirkt werden, 



*) S. Gauss, Göttinger gelehrte Anzeigen 1815. Werke III, p. 252. 
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dass die p Identitäten stattfinden: 

WO die Grössen Ai, a\ und y, Functionen von Xi, . . ., x^ bedeuten und die 
Coefficienten «i Functionen von t^i , . . . , y„_i sein sollen. Wie vorauszusehen, 
kann die Reduction (2.) nur unter gewissen von den Coefficienten der 
Differentialausdrücke (1.) zu erfüllenden Bedingungen von statten gehen, 
die im Verlauf des folgenden Verfahrens sich ergeben werden. 

Denken wir uns a?i , a?2 , . . . , x„ durch die n neuen Variabein y i , 
j(2, ..., y«-i nnd t ausgedrückt, so ergiebt sich zunächst aus (2.): 



(3.) Aj^aJ-l^-^+A^^^ö^^f + ---+i^^ = 0, (*=i,v..,,) 



woraus, da die Determinante J der Grössen >L von Null verschieden sein 
soll, die p Gleichungen folgen 



Aus den Identitäten (2.) folgt femer, wegen der Unabhängigkeit der Coef- 
ficienten «i von t: 

oder 

Die Differentiation der Gleichung (3.) giebt mit Berücksichtigang von (3*.): 

woraus dann durch Subtraction der beiden vorstehenden Gleichungen folgt: 

,^, j— er " + • • • + —dl -Vd^ - .^, r-" -öyT "*"■"+ ** ~d^^ sr • 

Durch Vergleichung der Coefficienten von -^ - auf beiden Seiten erhält man 

dt ^ ^ dt .-fi ^ ' dxi ^ ^ *-" dxi ) dt ' 
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woraus endlich folgt: 

ii'Vfdaldai\dx^ ..p'-^fdaf doi^ \ dx. 

"Zx^dx, dxi'^ dt ^""^'tSt^ dx. dxj dt 

Setzt man die Variabein y, , . . . , y,_i gleich Constanten, so dass Xi , . . . , x„ 
Fanctionen von t allein werden, so erhält man aas den vorstehenden 
Gleichangen und den Gleichungen (3*.) durch Multiplication mit dt die 
Differentialgleichungen : 



(5.)*) 



4-aJrfiJ+-+a?rfA? = 0, 



«=sn «=n 



2 a] dx, = 0, 2^ a]dx, = 0, . . ., 2^ af rfo:, = 0, 



welche durch die w— 1 von den i unabhängigen Integrale 

Jfl = Cj, ^2 = ^7 • • M Jfn— 1 =^ ^w-1 

simultan befriedigt werden. 

Setzt man in der ersten der Gleichungen (5.) & = 1, 2, . . ., jp, mul- 
tiplicirt die bezüglichen Gleichungen mit ^?, ^f, ..., /ij, wo ^f den Coef- 
ficienten von kl in // bedeutet, und summirt, so erhält man 

Die Grösse 

d ' 

fUr welche man mit Rücksicht darauf, dass 

den Werth Null oder Eins hat, auch schreiben kann 



*f<4)-M4)--^;<4). 



*) Auf ein solches System ist auch Herr Forsyth geführt worden. S. Theorj' of 
differential equations, pari I. 
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sei der Kürze wegen mit — »*■* bezeichnet, ferner sei 



dat da; 



Indem man nun für i die Zahlen 1, 2, ..., ^ nimmt, ergeben sich für jedes 
p die n+p Gleichungen 



(6.) 



al,dx,+'-+aldx, = aX'+--+fl5«^''' 






(<j = l, 2, ..., «) 
(, = 1, 2, .... j») 



u^'^, . . ., t?^'' bedeuten nach dem Obigen unendlich kleine Grössen, die aus 

den p Differentialen rf( j-), ^(Jj-)^ --m ^(^) li^^ßar und homogen zu- 
sammengesetzt sind. Die Determinante (p+ii)ten Grades 



(6-.) 



a" 



Ol • • ' ^an ^a 



. . . o? — 



a'a aS 

0... 



= 



/ö = l, 2, .... «N 
V t = 1, 2, ..., p/ 



ist eine schiefe Determinante und daher identisch Null, wenn p+n ungerade 
ist. Ist daher V) p-\-n ungerade, so ist eine der Gleichungen (6.) eine 
Folge der übrigen w+p— 1 Gleichungen, und diese liefern nach Elimination 
der linear auftretenden Grössen r^'*, ..., t?^'' für ein bestimmtes p ein 
vollständiges System von n— 1 Differentialgleichungen zwischen den n Va- 
riabein Xi, . . ., x^. Sind 

«— 1 von einander unabhängige Integrale dieses Systems, so liefern n— 1 
beliebige von einander unabhängige Functionen der Grössen tii, ..., fi,_, 
die gesuchten Grössen y^, . . ., j(^_i als Functionen von x^^ ..., x^. 

Die dem System (6.) aequivalente lineare partielle Differential- 
gleichung erhält man durch die Bemerkung, dass die Gleichung 

WO y eine beliebige Function der Integrale «ii, ..., fi«_i oder ^j, ..., y„_i 
bedeutet, eine Folge der Gleichungen (6.) sein muss, in der Form 



(7-) 



oS.. 


..oj. 


-«i- 


■ • «^-iM 


a'a 


a\ . . 


, .o*. 


0. 


,.0 




dy 

• 


.. ^y 


0.. 


.0 





= 0, 



/ö = l, 2, ..., «\ 
\# = 1, 2, ..., p/ 



worin eine Zeile, z. B. a^, ..., a^, 0, auszulassen ist. 
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Lösungen derselben stellen die gesuchten Variabein j^, ..., y^^i dar. Schreibt 
man die Gleichung (7.) geordnet nach h— ? •••, 3^- 

SO ergeben sich die von den Coefficienten des vorgelegten Systems von 
Differentialausdrücken (1.) zu erfüllenden Bedingungen, damit die Rednction 
(2.) möglich sei, aus der Bemerkung, dass die p partiellen Differential- 
gleichungen 

A\y) = 0, A\y)^0, . . ., A^(y)=^0 

dieselben Lösungen y i , . . . , y^^^ haben müssen. Die fraglichen Bedingungen 
lauten hiemach 

A = -|-=...= ^ für (, = 2, 3, ..,p. 

Die Anzahl dieser Bedingungen wäre sonach fi(p— 1). Allein diese Bedin- 
gungen sind nicht von einander unabhängig. Die Aufgabe der Rednction 
(2.) führt nämlich zunächst auf das Gleichungssystem (5.) 

(* = 1. 2, . . . , p ; i = 1, 2, , . . , n) 

und durch Auflösung nach den Summengrössen auf die pn Gleichungen 

(^ = 1. 2, ..., p; « = 1, 2, ..., w) 

Eliminirt man aus ihnen die p^ linear auftretenden Grössen ©^'^(p = 1, 2, . . ., />; 
tr = 1, 2, ...,jp), so erhält man ein System von ujp—p^ Differentialgleichungen 
zwischen den Veränderlichen Xi, ..., x^ allein. Hieraus folgt, dass 

np-p'-(n-l) = (p--l)(»-p-l) 

dieser Gleichungen Folgen der übrigen n—1 Gleichungen sein müssen. 
Die wahre Anzahl der Bedingungen für die Coefficienten ai ist demnach 
(p-lXn-p-l). 

Sie verschwindet im Falle des P/a^schen Problems (/? = 1) und im 
Falle eines vollständigen Systems totaler Differentialgleichungen (p = »— 1). 

Ist 2) jp+ii gerade und die Determinante (6*.) verschwindet nicht 
für jeden Werth des Index q aus der Reihe 1, 2, ..., p, dann lassen die 
Gleichungen keine Auflösung nach den Differentialen dxi^ . . . , dx„ zu, und die 
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Reduction der DifferentialausdrUcke (1.) ist daher in der Form (2.) nicht 
ansftihrbar. In diesem Fall wird man wie beim Pfaffschen Problem (p = 1) 
für den Fall einer ungeraden Anzahl der Variabein, einstweilen Xi als con- 
Btant annehmen und, da p+n—1 ungerade ist, die Transformation 

wo W = a2dx2-\ \-a^dx^, Xi constant ist, ausführen können, unter den nach 

dem Früheren nöthigen Bedingungen; a*? •••, «i-i sind Functionen der «—2 
Variabein yj , . • • , tfn^i nnd x^ , welches letztere Argument als Constante in 
ihnen auftritt. Führt man jetzt wieder x^ als Veränderliche ein, so ist 
zu setzen 

und man erhält die Reduction auf einen Differentialausdruck mit n— 1 
Variabein in der Form 

welche an Stelle der Verwandlung (2.) zu setzen ist. IP, ..., U^ haben jetzt 
wieder die ursprüngliche Bedeutung der Differentialausdrücke (1.). Weiter 
unten wird für den in Rede stehenden Fall noch eine zweite Art der 
Reduction angegeben werden. 

Kehren wir zur Transformation (2.) zurück, so handelt es sich noch 
um die Bestimmung der Coefficienten aj der Differentiale d^i, . . . , dy^_i. Nach- 
dem ein System von Integralen yi,...,y„_i gefunden ist, ergiebt sich aus (2.) 

Hierbei hat man sich a^i, . . ., ar^ durch y^. . . ., y^_i, t ausgedrückt zu denken. Ins- 
besondere kann man x^ für t nehmen, also Xj? ^3, •••, ^» durch Xi, yi, •.., y^_i 
ausdrücken. Nach geschehener Substitution muss dann auf der rechten Seite 
Xi herausfallen, da die linke Seite allein von ^i, 2(27 •••7 Vn-i abhängig ist. 
Vorzugsweise einfach gestaltet sich die Bestimmung der Coefficienten «t, 
wenn man sich nach dem Vorgang des Herrn Natani*) der von Cauchy 
und Jacobi eingeführten und von Herrn Natani für die Behandlung des 
Pfaffschen Problems so erfolgreich verwendeten „ Hauptintegrale ^^ des 
Systemes (6.) bedient. Setzt man nämlich x^ constant, z. B. gleich Null, 

*) Natani, üeber totale und partielle Differentialgleichungen. Dieses Journal 
Bd. 58 p. 302 ff. 
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und nimmt als zugehörige Anfangswerthe der übrigen Variabein 






SO lauten die Integralgleichungen des betrachteten Systems 

wo die rechten Seiten aus den linken hervorgehen , indem man x^ = 0, 
X2 = X2^ ..., x^=^x^ setzt Diese Gleichungen löse man nach den Con- 
stanten x[^ ^3, ..., x^ auf, so dass 

dann heissen ^i, ^2? •••? y«-i die Hauptintegrale des Systems. Führen 
wir dieselben in (8.) ein, also x[^ ..., x^ statt j^, .. ., y,_i und berücksichtigen, 
dass der Ausdruck auf der rechten Seite von x^ unabhängig ist, so dürfen wir 
darin Xi = setzen, dann wird aber x^^ X2^ x[ = Xj^ . . .^ x\=^x^ und demnach 

ox dx 

^f-=0, wenn fi^r, ^ = 1. 
Folglich erhält man für aj die Ausdrücke 

«J = (ii)'(öJ)'+(^D'(0'+-+(^?)'«)', 

wo die Striche auf der rechten Seite andeuten, dass in den damit behafteten 
Grössen die Variabein a?i, a?2? •••? ^« resp. mit 0, a?2, ..., a?l zu vertauschen 
sind. Die Transformationsgleichungen (2.) nehmen bei Einführung der 
Hauptintegrale X2^ . . . , xl hiernach folgende einfache Gestalt an 

wo 

(I/O' = (af)'rf^2+(«l)'rf^3+-+(öS)'rf^:. 
Da die Determinante J der Grössen ^L^, deren Bestimmung im dritten Ab- 
schnitt erfolgen wird, von Null verschieden ist, so erhellt, dass die Inte- 
gration des Systems p totaler Differentialgleichungen zwischen den n Va- 
riabein ^1 , . . . , ar, 



'n 



W = 2: a\dx, = 0, . . ., 11"= 2: afdx, = 

mittelst der Integrale des Systems (7.) auf die Integration des Systems p 
totaler Differentialgleichungen 

(U^y = 1 (aO'dx: = 0. . . . , (U^y = J(af)'dar: = 

8=2 *=2 

zwischen den w— 1 Variabein a?i, ..., xl reducirt ist 
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Auf die weitere Behandlung dieses reducirten Systems gehen wir 
hier nicht ein. Für die unten folgende Anwendung auf die Integration 
simultaner partieller Differentialgleichungen reicht die erste Reduction hin, 
nur ist es noch nöthig, den Fall zu betrachten, dass zwischen den Variabein 
a?i, ..., x^ mehrere Bedingungsgleichungen 

wo 01, ..., a„ Constanten bedeuten, gegeben sind, und p+n<Cn ist. Man 
könnte dann n der Variabein Xi, ..., x„ mit Hülfe der gegebenen Gleichungen 
eliminiren und die Differentialausdrücke mit den übrig bleibenden n—n 
Variabein würden durch das obige Reductiousverfahren auf solche mit 
n—n—l Variabein, die mit 

bezeichnet sein mögen, zurückgeführt. Wendet man aber ein in einem 
ähnlichen Falle von Herrn Natani*) angegebenes Verfahren an, so kann 
man zu den Integralen t/n^u yn+27 • • .7 Vn-i gelangen, ohne die gedachte 
Elimination auszufahren, indem man ein System von Differentialgleichungen 
zwischen den Xi, ..., x^ aufstellt, deren n—l Integrale 

9^1 = ^17 ' • '7 Vtt ^^ ^71^ Vn-^X ^^ ^71-4-1 7 • • '7 Hn—l = ^n— 1 

sind. Man fligt nämlich zu den Differentialausdrücken U^, ..., U^ noch 
d(px^ ..., dcpj^ hinzu und setzt statt (2.) die Transformationsformel 

an, wo a{, ..., ai_i Functionen von ^i, ..., y^,, yi, ..., y^_i sein sollen. Die 
oben befolgte Methode für die Transformation führt dann in Berücksichtigung, 

dass 3~(3^)""^~(^) = ^ ^st? zunächst an Stelle der Gleichungen (5.) 
zu den folgenden: 

»=1 s--\ 

»s=n s—n 

2 a]dx, = 0, . . ., 2; a^dx, = 0, dcp^ — 0, . . . , dq)^ = 0, 
und daraus durch Auflösung nach den in der ersten Gleichung auftretenden 



(9.) 



•) a. a. 0. p. 313 und 319 ff. 
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Sammengrössen , indem man ft=l, 2, ..., p setzt, dem System (6.) ent- 
sprechend, hier das System von n+p-{-n Differentialgleichungen 



(10.) 



dx. 



dx. ""^»^ ^ dx. "' 



(ö=s 1, 2 n; »= 1, 2, ..., p; Jk s= 1, 2 .-r) 



WO v^'\ ..., f?^'^"*''" unendlich kleine Grössen bezeichnen. 

Ist 1) tt+p+7i ungerade, dann ist eine der vorstehenden Gleichungen 
eine Folge der übrigen »+p+7i— 1 Gleichungen, und die Elimination der 
linear auftretenden p+n Grössen «^'\ . .., v^*^-^^ liefert ein vollständiges System 
von n—l Differentialgleichungen zwischen den n Veränderlichen a?i, ..., a?„. 
Die dieses System vertretende lineare partielle Differentialgleichung lautet: 



(11.) 



o?i. 


■ ■aln ■ 


-oi 


-aS 


Ol. 


• •< 


... 





dtpt 
dx. 


dVk 

• • 

9«« 


... 






9a?. 



iL 

dx. 



dXa 






d<Pn 



dXa 






... 



(a= 1, 2, ..., n; *= 1, 2, 



... 

p; i= i, 2, ..., n) 



= 0, 



worin eine Zeile, etwa (ti?...öjOOO, auszulassen ist*). 

Wie aus der Form der Determinante erhellt, sind n der Integrale 
der partiellen Differentialgleichung (11.) in y und mithin auch des voll- 
ständigen Systems von totalen Differentialgleichungen (10.) ^i, ..., y^; die 
übrigen w— ti— 1 Integrale stellen die Variabein y„+i, y^^2, ..., y«-.i dar. 

Wie aus (9.) hervorgeht, lautet die Reductionsformel in vorliegendem 
Falle, wenn für ^i, ..., y^, die vorgeschriebenen Werthe eingeführt werden 

und «^+1, ..., o*_i sind jetzt blosse Functionen von y„^.l, ..., y„_i. 

Ist 2) n+p+7i gerade und die Determinante des Gleichungssystems 
(10.) von Null verschieden, also die Gleichungen nach rfa?i, ..., dx^ nicht 
auflösbar, so fügt man noch eine willkürliche Beziehung zwischen den 



*) Vgl. Frobetiius, Ueber das F faff t^cho Problem, diöses Journal Bd. 82 § 20, wo 
ähnliche Determinanten auftreten. 
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Variabein Xj , . . . , x^ 



V^7i-\\(p^U .. ., ^n) = ö 



hinzu und verfilhrt in obiger Weise. 

Nehmen wir insbesondere an, dass tt = und n+p gerade, so haben 
wir den bereits früher (S. 163) behandelten Fall. Mit Einfuhrung der will- 
kürlichen Function y(xi^...j x^) setzen wir die Transformation an: 

Das daraus herzuleitende vollständige System von Differentialgleichungen 
zwischen den Xi^ . . ., x^ ist äquivalent mit der partiellen Differential- 
gleichung in y 



o?i . • . og« 


— aj • • • 




a; . . . < 


0... 





dy dy 

9Xj dxn 


0... 





io = 


1, 2, ..., il; $- 


= 1, 2, ..., p) 



= 0; 



eine Lösung ist offenbar y = (p, da bei dieser Substitution die Determinante 
eine schiefe von (p+«+l)tem, also ungeradem Grade wird, und die übrigen 
«—2 Lösungen liefern die Grössen ^2, ..-, ^n-i« L)ie Reduction hat hier 
die Gestalt 

Dies ist die zweite Verwandlungsform für den Fall, dass p+n gerade und 
die schiefe Determinante (6'.) von Null verschieden ist. Die reducirte Form 
enthält die willkürliche Function y, und a* , • . • , «J-i sind Functionen der 
»— 1 Variabein y, y2, ..., y„_i. Nimmt man für die willkürliche Function 
X, selbst, so kommt man auf die oben hergeleitete Transformation. 



2. 

Anwendung auf die Integration simultaner partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Seien 

p partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für die p Grössen ü^, ...,11^ 
als Functionen der m unabhängigen Variabein oji, ..., a?„,, worin < = -^ — , so 
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kann man dafür das System der p totalen Differentialgleichungen 
(12.) U^ = du^-uidx.-u^^dx-i uidx^ = 

setzen, mit den p Bedingungsgleichungen 



5Pi = On 



• • • 



, SPp = a 



p' 



Die Variabein des Systems (12.) sind 



u\ . . ., u^; 



X 



1? 



? ^my ^l? • • -7 **/«> ^l7 






• • '7 '•l 7 • • '7 **•"» 

ihre Anzahl ist n^p+m-\-pm. 

Das System (12.) stimmt mit dem System (1.) überein, wenn man für 
die X die genannten Variabein und fllr die Coefficienten af die Werthe setzt: 



a\ , . . al_, al a 



. . . 



... Cv« Cv«w.L.1 • • • Cv« 



a 



(»— 1 "^ *^^+l • • • "»p **p-+-l • • • **p+m **/>+m+l 



10 . . . -«? 



-< 



... OS 
. . . 0. 



Die Gleichangen (10.) geben, da hier n =p ist, 



(13.) 



du' 



du^ 



(0 = 1, 2, ..., p) 



öu} du; 



+ -|j^ef'% (.=1.2.....™, 



(« = 1, 2, .... H») 



/p' = l, 2, ..., p— 1, ^+1 p\ 

V « = 1, 2, . . , , m / 



Solcher Systeme (13.) müssen p neben einander bestehen, indem für q der 
Reihe nach 1, 2, . . .^ p gesetzt wird. Dazu treten noch die Gleichungen 
(12.). Die letzten Gleichungen in den Systemen (13.) geben durch Auf- 
lösung nach den Grössen f)^'^'^\ ..., t>^'^'', wenn man 



du, 



= V^, 



C». k = h 2, ..., p) 



setzt und die Coefficienten von -g— * in xfj, mit v^'^ bezeichnet, 

wo Af einen unbestimmten Factor bedeutet, der wie die Grössen «** unend- 
lich klein ist. Die Gleichung 
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wird dann 

Aus der Gleichung 

folgt, dass ^fv^'^ von s unabhängig sein muss, also 

woraus die von den (p zunächst zu erfüllenden Bedingungen folgen: 

■ — . — = - -r • (ü — 1, 2, ...,;; ; A" = 2, 3, . . . , p ; « = 2, 3, . . . , m) 

Die Gleichung 

erfordert femer, damit dx, von p unabhängig sei, dass 

X^ = i^ 

also 

ist. Hieraus folgen für die (p die weiteren Bedingungen 

Die Gesammtheit der von den y zu erfüllenden Bedingungen kann daher 
ausgedrückt werden durch 

V^'^ _ ^y_ . ( * = 2, 3, .... m; t, e = l, 2 P \ 

tff*'? t/;''* ' .Ausnahme der Combliuition ifc s= l, ^=1/ 

ihre Zahl ist (m-l)(p*-l). 

Setzt man Jl}V'l'' = A, so wird 

;ie = A« '^'*- = ^1"'^' . = . ^- - 

* ^ f/;^'? Y'l'* t/;*'^ 

und 

<T* ^1,1 ^1,1 

Femer ergiebt sich 



(14.) dx^ = ,,,,, 



Die ersten Gleichungen in (13.) werden: 
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und die Substitution dieser Werthe für u^* in dem Ausdruck für dtif in 
(13.) ergiebt endlich 



(15.) 



dx, ' ' du' ' ' ' duf 



^\dx, ^"' Ott" ^ ^"' Ö«"/^' S 

(^=1,2,...,/»; * = 1, 2, ..., m) 

Die Gleichungen (14.) und (15.) bilden zusammen mit den Gleichungen (12.) 

(12.) du^ = u\dx^+'+uldx^ 

nach Elimination von l ein vollständiges System von m+p+iii]!?— 1 Diffe- 
rentialgleichungen zwischen den m-{'p+mp Variabein 

Dieses System ist vollständig zu integriren. Sind dann für arj = 

{u')\ . . ., (fi^'; 0?;, . . ., x^; (i»})', . . ., (tii.)'; . . .; (tif)', . . ., (O' 

die Hauptintegrale desselben, so reducirt sich nach den Darlegungen des 
vorigen Abschnitts die Integration des Systems totaler Differentialgleichungen 
(12.) auf die des folgenden 

(16.) rf(tt0'~(«4)'rf^i (O'rf^L = 0. (e = ^ 2,. ..,!') 

Die allgemeinste Integration dieser Gleichungen ist in dem folgenden System 
von mp Gleichungen enthalten 

a>^((fiO', x; . . . a?:) = 0, 
öoij, __ 1 dwp _ 1 d(a^ __ _ 1 dm^ 



dCuü)' («?)' dx; (uff dx', «)' dx'„. ' 

(p = l, 2, ..., p) 

wo a>i, a>2, ..., cjp willkürliche Functionen der in ihnen enthaltenen Argu- 
mente bedeuten. Fügt man zu diesen mp Gleichungen noch die gegebenen 
p partiellen Differentialgleichungen 

hinzu, so lassen sich sämmtliche mp Derivirten u; eliminiren, und man be- 
hält p Gleichungen zwischen den Variabein ü^, ..., u^; aji, ..., x« allein, welche 
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u\ . . .^ u^ als Functionen von oji, . . ., x„, bestimmen. Diese bilden die all- 
gemeine Lösung des vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen 
mit p willkürlichen Functionen. 

Das System (16.) und mithin das System (12.) wird übrigens bereits 
durch die m+p—l Gleichungen 

wo «1, . . ., a^+p-i willkürliche Constanten sind, vollständig integrirt. Allein 
diese im Verein mit den p gegebenen partiellen Differentialgleichungen ge- 
nügen noch nicht zur Elimination sämmtlicher Derivirten u;^ es fehlen dazu 
noch mp+p—(m+p—l+p) = (m—V)(p—l) Gleichungen, die man also zwi- 
schen allen m-^-p+mp Variabein noch in ganz beliebiger Wahl hinzufügen 
könnte, um nach Elimination der Derivirten ut p Gleichungen zur Be- 
stimmung von fi^, . . ., u^ als Functionen von j?i, . . ., x^ und damit eine neue 
Lösung des vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen zu er- 
halten. Da (m— l)(j9— 1) f\lT p = l verschwindet, so ersieht man, dass im 
Falle einer einzigen partiellen Differentialgleichung keine Gleichung hin- 
zugefügt zu werden braucht, um auf diesem Wege eine Lösung mit m 
willkürlichen Constanten zu erhalten. Dieselbe ist dann das nach der 
Lagrange&chen Bezeichnung sogenannte vollständige Integral der partiellen 
Differentialgleichung. 

Im Folgenden wollen wir ein Beispiel behandeln, das darum von 
Interesse ist, weil in ihm die von Jacobi integrirte Klasse von simultanen 
linearen partiellen Differentialgleichungen enthalten ist.*) 

Wir nehmen an, dass die Function (pj, die Variabein w^, ..., fi^,- 
Xi , . . . , x„, beliebig, aber nur die Derivirten von «i* enthalten, so dass 

d^ _ A fjs« /A = l, '2 (>-l, p + 1 p\ 

ß^^Q ~" ^ *"^ Vä=1, 2 tu )' 

Zur Aufstellung des vollständigen Systems totaler Differentialgleichungen 
ist es bequemer, auf die ursprüngliche Form (13.) zurückzugehen. 

Die letzten Gleichungen in (13.) 

^^1 ^e.y+1 j L_^^_ ^ für r^'"^'^ e-i. p+i v\ 



*) Jacobi, über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Dieses Journal Bd. 2. Werke IV, p. 7ft\ 

99» 
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erfordern dann, dass 

wenn p' von p verschieden ist, während 

vor der Hand willkürlich bleiben. 

Die Gleichungen für dx, werden 

du; 

woraus folgt: 

Dies ergiebt für die y die weiteren Bedingungen 

^^^'^ duf duo ~ dui ' du\ ' 

Setzt man a^ f?^'^+^ = -^^i?^'^^^ = A. wo i wieder eine unendlich kleine 
Grösse bezeichnet, dann wird nach (17.): 

(18.) "^."(^^^y-m'^y- 

Man erhält ferner aus (13.) 

hi^ \ du^ auK ^ 



(«=1,2,..., Mt) 






und durch Substitution dieser Werthe für t?^ \ ..., t?^^ in dem Ausdruck 
für rfttf ; 

(19.) -.< = .||^-.+.;|^;- +...+<!.] 4?.. 

(n = 1, 2, . . . , p; » = 1 . 2 m) 

Die Gleichungen (18.) und (19.) in Verbindung mit den Gleichungen (12.) 

du- = wfrfxiH \-ul,dx,„ (? = i. 2 p) 

liefern im vorliegenden Falle das zu integrirende vollständige System totaler 
Differentialgleichungen. 

Sind die Derivirten wf in den Functionen (p linear enthalten, so 
lauten bei den hier geltenden Bedingungen, wenn 
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gesetzt wird, die partiellen Differentialgleichungen 

worin F^, ^^J , X^ Functionen von u\ ...^ i^; x,, ..., o?^ allein sind. 
Setzt man noch 

SO erhält man das System in der Jaco6tschen Form 

(20.) yv, = X,^+X,^-+...+X.^. 

Zur Integration dieses Systems linearer partieller Differentialgleichungen reicht 
es aus, die Gleichungen (18.) und (12.) heranzuziehen. Die ersteren geben 

dx, = XX,, 

die letzteren 

du^ = (ulX,+'-+uiX^)k=W^l, 

und, indem man i eliminirt, ergiebt sich das zu integrirende vollständige 
System totaler Differentialgleichungen in der von Jacobi gegebenen Form 

du' du" _ _ duf __ dx, dx^ _ _ da?,,, 
»V ~ ~vi\ ~W~ ~ X, ~ ~X,' ~"'~ X^ ' 

Sind 

dessen vollständige Integrale, so ist die allgemeine Lösung von (20.): 

worin c»i , . . . , a>^ p willkürliche Functionen bezeichnen. Durch die vor- 
stehenden Gleichungen werden u^, . . ., u^' als Functionen von o:,, ..., x^ 
bestimmt. 

3. 

Zur vollständigen Ausflihrung der Transformation (2.) erübrigt noch 
die Bestimmung der Factoren A^. 

Denkt man sich das vollständige System totaler Differentialgleichun- 
gen (6.) integrirt und mittelst der n—1 Integrale alle Veränderlichen a^i, ..., ar« 
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durch eine einzige, x, ausgedrückt, so bilden p der Gleichungen (5.) 

indem man für i beliebige p Zahlen t'i, . . ., t^ aus der Beihe 1, 2, . . ., n 
setzt, ein System p linearer homogener Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zur Bestimmung von A][, . . ., Xf als Functionen der einzigen Variabein 
X, Ein solches hat p Fundamentalsysteme von Integralen, und diese liefern 
uns das verlangte System von Factoren 

mit nicht verschwindender Determinante J. 

Die Determinante J lässt sich bekanntlich durch blosse Quadratur 
darstellen, was eine Analogie dazu bildet, dass im Falle der P/ajfschen 
ersten Transformation der darin vorkommende einzige Factor durch blosse 
Quadratur ermittelt wird. Wir wollen die Bestimmung von J hier aus- 
führen, weil sich dabei eine neue Form für das zu integrirende vollständige 
System totaler Differentialgleichungen ergiebt. 

Löst man die p Gleichungen, die aus (5.) hervorgehen, indem man 
der Reihe nach t = ti, i^ ..., ip setzt, nach dkl, ..., dX^ auf, so erhält 



man, wenn 



öfj = R (?, i = l. 2 p) 



*k 



gesetzt und der Coefficient von af in ß mit 6- bezeichnet wird, für den 
Coefficienten von Af in dem Ausdruck für rfAf den Werth 

dal öaf^J_ . . Ln'^V^^l dai 

'«I 






Nach einem Satze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungs- 
systeme*) ist aber — ^ gleich der Summe dieser Grössen genommen über 
Q von 1 bis p. Mithin ist 

Dieser Gleichung lässt sich durch Einführung einer symbolischen Schreib- 
weise eine übersichtlichere Gestalt geben. 



*) Sautage: Sur Ics proprietcs des fonctions etc. Ann. de FEcole Norm. Ser. 2, 
t. XI, p. 33 ff. 
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Wir bedienen nns der Bezeichnung: 



d_ _d_ 



a 



a 



• • • 



dxi^ 



af 



-f 



a 



af. 



dx. 



< 



• ■ • 



oi: . . . 



o 



o. 






a\ a\. 



af al 



• • • 



a 



• • • 



'p 



< 



dxi, 



al < oj. 



o." < o/: 



«; 



•Pi 



: _...+(_!) 



• • • 



o/ 



|ai a|, . . . 



dxi 



•p 



"K < 



• • • 



•»— 1 



•o— 1 



= -S---äl:W*J.+-"+<*o--a^(«;*i+"-+a/6ö--" 



Unter Berücksichtigung der Gleichungen 



folgt dann: 






öar, dxi 






»--1 



a 



of 



a 



a 



• • • 



• • • 






o 



rfa:. 



,=1 öx, ' p=i ^1 t •• aaji, 'p öXi ) • 



« ' P 



dai 



da^. 



-'•^ = I(»s$+-+»t5)'- 



Somit geht die Gleichung (21.) zur Bestimmung von J in die Form über 



(22.) 
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worin für tj , . . . , t^ irgend eine Combination von p Indices aus der Reihe 
1, 2, . . ., n zu nehmen ist. 

n beliebige dieser Gleichungen liefern nach Elimination der Grösse 
dJ : J das zu integrirende vollständige System totaler Differentialgleichungen 

in einer neuen Gestalt, p derselben können durch £ a^dx, (p = 1, 2, ..., ]!>) 

ersetzt werden. Für p=^l geht (22.) ttber in 

d_ _d_ 

dxg dxi 

; fl- «. I 

also in das Pfa/j^^che vollständige System totaler Differentialgleichungen 



dx^ + Oi-y- = 0, (• = 1,2,...,«) 



zur Reduction des Ausdrucks £ a,dx, auf einen Differentialausdruck von 



»=i 



«— 1 Variabein. 
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Bemerkung über die Jacobische Thetaformel. 

(Von Herrn August Gutzmer.) 



JJurch Kronecker^ Untersuchung: „Ueber die Zeit und Art der Ent- 
stehung der Jaco6tschen Thetaformeln"*) ist von neuem das Interesse auf 
jene zwischen den Producten von vier Thetareihen bestehende Beziehung 
gelenkt worden, welche Jacobi in seiner Königsberger Vorlesung**) als 
Grundlage für die Theorie der elliptischen Functionen gedient hat. Es 
mag deshalb nicht überflüssig erscheinen, wenn ich im Folgenden einen 
einfachen Beweis fllr die erwähnte Fundamentalformel mittheile, auf welchen 
ich vor längerer Zeit durch die Vorlesungen des Herrn Fuchs und ein 
Gespräch mit demselben geführt worden bin, und welcher eine natur- 
gemässe Herleitung der Thetarelation bietet. 

Wir gehen dabei aus von der Bemerkung, dass die Jacobi^che Rela- 
tion, welche sich in der von Kronecker benutzten Bezeichnungsweise***) 
in der Form 

= m., ^3, £u Q+T3©., ^2, ^M ^3) 

darstellt, wobei 

T,(&„ ^n ^,, ^3) = ^.(^O + ^0^.(?o-^l)^,.(^. + S3)«^.(C2-^3) 

gesetzt ist, sich als eine Beziehung zwischen Thetafunctionen zweiter Ord- 
nung auffassen lässt. Bekanntlich f) versteht man unter einer »?- Function 



(1.) { 



*) Dieses Journal, Bd. 108, S. 325 ff., s. a. Sitzungsberichto der Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin, Juli 1891. 

••) Jacobis Werke Bd. I, S. 497-538. 

•*•*) Bemerkungen über die Jacobischen Thetaformeln, dieses Journal, Bd. 102, S. 260ff. 

f ) S. Hermitey Note sur la theorie des fouctions elliptiques in Lacroix, Traite ele- 

mentaire de calcul differentiel et de calcul integral, 6. ed.; Hermite^ Cours lithographiö, 

4. ed. p. 219 ff. — Vgl. a. Königsberger, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 

Functionen. 
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Äter Ordnung eine Function, welche den functionalen Beziehungen 

<f (C+1) = <f ®, 

genügt. Die erste dieser Gleichungen ergiebt in bekannter Weise eine 
Entwickelung der Form 



m=? — « m = — » 



und aus der zweiten Functionalgleichung folgt dann für die Coefficienten 
die Bedingung 



^m+* — ^m> 



80 dass & willkürliche Constanten in 4^(1^) auftreten. Daraus fliesst sofort 
das Resultat, dass zwischen je k+1 Functionen dieser Art eine homogene 
lineare Gleichung mit constanten Coefficienten besteht. Die Betrachtung 
des Integrals 



Z-^- ® du 



erstreckt über den Umfang des Periodenparallelogramms, zeigt ferner in 
bekannter Weise*), dass innerhalb des letzteren die Thetafunction ftter 
Ordnung k Nullstellen besitzt, deren Summe ^^k(i+T) (modd.l, t) ist. 

Zwischen k+1 Thetafunctionen Arter Ordnung mit denselben Perio- 
den**) besteht also eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coeffi- 
cienten, es muss daher möglich sein, aus der allgemeinsten derartigen 
Relation alle übrigen herzuleiten. 

Wenden wir dieses Princip auf die i^- Functionen zweiter Ordnung 
an, so ist leicht zu sehen, dass, da in diesem Falle die Summe der 
Nullstellen ^2 ist, die allgemeinste ^-Function zweiter Ordnung durch 
^h{tü+ti)^h(to-td gegeben ist, wenn man ^0 als die unabhängige Ver- 
änderliche betrachtet; jede andere Thetafunction zweiter Ordnung (mit den- 
selben Perioden) kann sich nur durch einen constanten Factor von ihr 
unterscheiden. Zwischen drei solchen Functionen muss eine lineare Rela- 
tion bestehen. Die letztere kann offenbar ohne Beschränkung der AUge- 



■»#" 



*) Hermite, a. a. 0. S. 223. 

') Nach dem Vorgänge von Herrn Weber (Elliptische Functionen und algebraische 
Zahlen, S. 43) könnte man kurz von verwandten i?"- Functionen sprechen. 



(2.) { 
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meinheit in der Form 

angesetzt werden, wo die Grössen Cj, Ca, c^ von tu tu tz abhängen werden. 
Setzt man nun in (2.) tu = &m so verschwindet das erste Glied, 
und es folgt: 

also * 

so dass (2.) die Form 

annimmt. Die Grösse Ci ergiebt sich hieraus für ^„ = ^^ als 
und damit hat man die Relation 

also genau die in die ^9^ umgeschriebene dreigliedrige Gleichung für die 
Sigmafunction des Herrn Weierslrc^ss*). Es ist bekannt, dass man aus 
derselben durch einfache Veränderungen von ^„ und ^3 und Vereinigung 
der dadurch entstehenden Gleichungen die Jacofrtsche Relation herleiten 
kann, wie man auch umgekehrt aus der letzteren die obige Formel abzu- 
leiten vermag. Es ist damit auch die Jaco6ische Relation (1.) aus dem 
oben erwähnten Princip bewiesen, worauf es uns hier ankam. 

In einem folgenden Aufsatze soll dargethan werden, wie sich der 
hier benutzte einfache Gedanke für die Herleitung der zwischen Theta- 
fnnctionen mehrerer Variabein bestehenden Beziehungen verwerthen lässt. 



*) Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften, 1882, S. 505; Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, herausgegeben von H, A, Schwarz, 
S. 47. — S. a. Scheibner^ dieses Journal, Bd. 102, S. 255. 
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lieber die Gleichungen, mit deren Hülfe man die 
säcularen Störungen der Planeten bestimmt. 

(Von Herrn K. Hensel) 



llis sei: 

eine beliebige ganze Function des «ten Grades von x mit realen Coefficien- 
ten, so kann man jede ganze Function fD(x) von x, modulo f(x) betrachtet, 
auf eine und nur auf eine Weise in der Form 

darstellen, indem man den kleinsten Rest aufsucht, welchen fo(x)^ durch 
f(x) getheilt, lässt. Jede ganze Function von x lässt sich also modulo f(x) 
betrachtet durch die n linear unabhängigen ganzen Functionen 

homogen und linear darstellen. Sind ferner 

V-*- V Xi^ Xi^ • • »j Xn 

n ganze Functionen von x^ welche ebenfalls für den Modul f(x) linear un- 
abhängig sind, so kann jede ganze Function ir auch durch das System (1\) 
homogen und linear dargestellt werden. 

Es sei nun wie oben ic = u^x^"'^ -\ |-««n eine ganze Function von x 

mit unbestimmten Coefficienten. Stellt man dann die n Producta 

für den Modul f(x) als homogene lineare Functionen von a^j, Xj, . . ., x^ dar, 
so erhält man offenbar n Congruenzen von der folgenden Form: 

(3.) wx,= 2:U^px, (moi.fix)), 

WO die »^ Coefficienten 

(3*.) ^ m') 

homogene lineare Functionen von tii, . . ., u^ sind. 
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Multiplicirt man nun die Congruenzen (3.) mit w und wendet als- 
dann auf der rechten Seite die Relationen (3.) nochmals an, so ergiebt sich: 






oder einfacher: 



(4.) w'x, = 2!UPx„ (mod./'Cx)) 

wenn die n^ Coefficienten UP durch die Gleichungen 

(4'.) UP = 2UPUiP 

bestimmt sind. Das Coefficientensystem (UP) entsteht also aus der Com- 
position des Systems (3*.) mit sich selbst, d. h. es besteht die symbolische 
Compositionsgleichung : 

(4^) (up) = (upy. 

Bezeichnet man nun durch: 

die n conjugirten Formen, welche man erhält, wenn man in ir für x die 
n conjugirten Wurzeln der Gleichung f(x) = substituirt, und bildet dann 
die Summe: 

(5.) S(fr'0 = !«?• = J w,w*«i+*, 

»= 1 i,A:=l 

SO erhält man eine quadratische Form der n Unbestimmten tit, ..., n^^ 
deren Coefficienten «,+.* die iNfeirtonschen Potenzsummen der Wurzeln jener 
Gleichung sind. Transformirt man diese Form in eine Summe von n Qua- 
draten, so stimmt die Anzahl ihrer negativen Quadrate nach einer bekannten 
einfachen Bemerkung von Jacobi mit der Anzahl der Paare complexer 
Wurzeln von f(x) = überein. Diese Gleichung besitzt demnach dann und 
nur dann lauter reale Wurzeln, wenn jene Form eine definite ist. 

Die Form S(w^) ist nun offenbar der Coefficient der zweithöchsten 
Potenz derjenigen Gleichung »ten Grades, welcher die Form w^ für un- 
bestimmte tii, ..., n« genügt; und aus (4.) folgt, dass jene Gleichung sich 
folgendermassen in Determinantenform schreiben lässt: 

\UP-d^(w')\ = 0. 0',/=l,2 n) 

Ui-1 J 

Hieraus und mit Benutzung der Gleichungen (4\) ergiebt sich demnach die 
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folgende Darstellung jener quadratischen Form S(u)'^): 



Ist nun das System (t/iP) ein symmetrisches, also 

(6.) £/i'> = Uir, 

so ergiebt sich unmittelbar für die Form S(fr^) eine Darstellung als Summe 
von «^ Quadraten: 

(6-.) S(w') = 2s,^,u,u, = i (l/,ci))2 

die Gleichung f{x) = besitzt also unter dieser Voraussetzung lauter reale 
Wurzeln. 

Die Bedingung, dass für unbestimmte «i , . . . , u^ die n^ Gleichungen 
(6.) erfüllt sind, lässt sich aber auf eine viel einfachere reduciren. Ist das 
System (U-P) nämlich fUr unbestimmte Wi, ..., w„ symmetrisch, so behält 
es offenbar diese Eigenschaft, wenn man w = x annimmt, da sich ja dieser 
Werth aus io durch eine geeignete Specialisirung der Unbestimmten ergiebt. 
Ist aber das System (U^k^) nur für ir=a? symmetrisch, so folgt dasselbe 
auch für fr = a:^, da ja nach (4*.) oder (4^) das zu a?^ gehörige System 
aus demjenigen fllr w = x durch Composition mit sich selbst hervorgeht. 
Durch analoges Weiterschliessen findet man, dass alsdann auch die zu 
M? = a:^, . . ., j?"~^ gehörigen Systeme symmetrisch sind, und da für it=l 
offenbar ein Gleiches gilt, so folgt aus dieser einfacheren Voraussetzung 
sofort, dass das zu 

w = «lar^^^H \-Un 

gehörige System (Ulk^) für unbestimmte «j, ..., w« ebenfalls symmetrisch 
ist, weil sich ja to aus 1, x, ..., x"~^ homogen und linear zusammensetzt. 
Man erhält also den wichtigen Satz: 

Ist f(x) eine Function nten Grades und 

ein System von n ganzen Functionen von x, welche modulo f(x) betrachtet 
linear unabhängig sind; bildet man dann die n Congruemen 

n 

x.Xi ^ JS aikXjiy (mod,f(x))j (•=!. ...,ii) 

SO besitzt die Gleichung 

fix) = 
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lauter reale Wurzeln, wenn das Coefficientensystem 

(0.0 

ein symmetrisches ist. 

Hat man flir das System (7.) speciell die n Functionen 

l ff »J Su y Ou • • ■ ■ ^ 3u» X 

der Untersuchung zu Grunde gelegt, so erhält man einen sehr einfachen 
Beweis des bekannten von Borchardt betrachteten Satzes. 

An den hier gegebenen Beweis mag noch die folgende Bemer- 
kung geknüpft werden. Hat man, wie in (6*.), die quadratische Form 
JSSi^j^UiUj, als die Summe der Quadrate einer Anzahl linearer Functionen 
Vfi^ dargestellt, so verschwindet sie dann und nur dann, wenn Wj, . . ., w^ so 
bestimmt werden, dass die Gleichungen 

(8.) U^P = 0.*=l,2.....n) 

erfüllt sind. Soll jene Form aber definit sein, so darf sie nur dann ver- 
schwinden, wenn die n Grössen 

(8*.) Ui = (« = 1, ...,n) 

sind. Herr Hettner hat nun bei Gelegenheit der Herausgabe der oben er- 
wähnten Abhandlung Borchardt^ darauf hingewiesen, dass die Gleichungen 
(8*.) nicht eine nothwendige Folge von (8.) zu sein brauchen. Bei dem 
hier gegebenen Beweise erledigt sich dieser Einwand in sehr einfacher 
Weise : Ist nämlich S{w^) = 0, sind also die n^ Gleichungen (8.) erfüllt, so 
ergiebt sich aus den Congrueuzen (3.): 

(8^) fcXi ^ (mod./'(x)), (i=i. 2 n) 

und hieraus folgt unmittelbar: 

(8^) fr = w,a;"-'+...+w„ = {moA.f(x)\ 

da ja durch das System .Ti, . . ., j?„ auch die Zahl Eins homogen und linear 
dargestellt werden kann. Die Function des («— l)-ten Grades w ist aber 
dann und nur dann durch f(x) theilbar, wenn alle ihre Coefficienten Null 
sind, und damit ist die Aequivalenz der Bedingungen (8.) und (8*.) nach- 
gewiesen. 
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Anwendung der Modul-Systeme auf einen 
geometrischen Satz und auf das Trägheitsgesetz der 

quadratischen Formen. 

(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 



Wenn im Räume von n Dimensionen ein Kegel zweiter Ordnung 

(1.) xl+xl+'"-\'xl'-'xl^,-xl^2 xl = 

gegeben ist, dann kann man bei ihm ohne Weiteres den Begriff von n con- 
jugirten Richtungen einführen; dabei tritt die Frage auf: wieviele dieser 
Richtungen verstreichen auf der einen Seite der Kegelfläche, wie viele auf 
der anderen? Die Analogie leitet darauf, dass a auf der einen, n—a auf 
der anderen Seite sich befinden. In der That lässt sich dies mit Hülfe 
einer Betrachtungsweise, auf welche mich Herr Pasch aufmerksam machte, 
sofort einsehen. 

Wandeln wir das Aggregat 

(2.) U = u]+ul + -^+ui-uU,-uU, ul 

durch die Substitutionen 

f|. = Xaf^i + Xi2V2-\ hi^t»«'« (1 = 1, 2,..., n) 

um, so entsteht 

V = 2:iixl+xl,+->+xl^xU,, xl)t>^ 



(3.) 






(i, A: = 1, 2, . . . , n ; i z^ k) 

Das Gleichungensystem 

(4.) XuXi,,-^ l-XaiXak — X^^i^iXa+i^k ^m^»fc = ('. *=1. 2, ..., n) 

charakterisirt die Richtungen x^^ a?,2, ..., a?,„ (i = 1, 2, ...,it) als conjugirt 
hinsichtlich des Kegels (1.). Gilt (4.), dann geht V in eine Summe von 
Quadraten über. Nach dem Trägheitsgesetze der quadratischen Formen be- 
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sitzen U und V gleich viel positive und gleich viel negative Glieder. 
Es sind folglich unter den Aggregaten 



^li4-^2<H h^ai — ^l+l.i ^ 



wi 



0=1, 2 «) 



genau a positiv und die übrigen negativ, sobald für die sonst willkürlichen 
Grössen x^i die Beziehungen (4.) gelten. 

So einfach dieser Beweis auch ist, den arithmetischen Grund der 
bewiesenen Thatsache deckt er nicht auf. Das lässt sich aber leicht durch 
die Behandlung der Frage mit Hülfe der Kronecker&chen Modulsysteme 
erreichen. 

Wir nehmen die Grössen 



ö.i, a 



tir 



(t = U, 1, ..,, m; fc=l, 2, ..., n; » = 1, 2, ..., in) 



willkürlich an, setzen 



(5.) 



(6.) 






Sit — Ou — ^— ' tu» 



(/,>=(!, 1, ..., m; *=1, 2, ..., «) 



(i, > = (I, 1, , , . , m ; X = 1, 2, . . . , f») 



(i,i = ü, 1,..., m) 



Dann können wir den oben bewiesenen Satz so aussprechen: Sind 



nn ^22? • • •? • 



mm 



positiv y während aUe tfj (i =t= j) verschwinden, dann ist t^i negativ. 

Eine Darstellung von /«) durch t^^ . . ., t^nm nach dem Modulsysteme 
T, welches aus den t^j^i^j) gebildet ist, muss den inneren Grund dieser 
Thatsache erkennen lassen. 



Es ist 



o,\ = 0; 



(t, i = <i, 1, 2, ..., m) 



denn diese Determinante ist aus den defectiven Systemen 



a, 



Ol 



a 



va 



• • • W| 



\)m9 



a, 



Ol 



. . . a 



ml 



a 



U2 



. . . a 



m2 



a 



ml 



a 



w2 



. . . or 



mm 9 



. • • 



a 



Om 



, . . cc 



mm 



zusammengesetzt. Nach (6.) können wir die Determinante schreiben 

oder, wenn «^ die bekannte Bedeutung hat, wegen der Elemente von T 

\s,+e^t,4 = 0. (mod. T) 
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Hierin ist der Coefficient von Aj, gleich 



^vl = l«^l 1 



so dass die letzte Congraenz sich demnach umwandelt in 



(7.) 



-\a,j\\t,^ = 



Ä-ii, *22T"'ll? 



«1 



• • •? ^2my 






« 



iwl ? 



« 



DM 



*m27 






•7 *U«^ 



. *ii • ^22 • • • ^, 



mm 1*1X1 "T ^ M 






'iw 


»w 




*« 


»« 



(•,> = ^ 2, ..., m) 



Olli ^1 



IM) »Jl» »(i; 



A 



*iU *• 



S 



iS 



9ju Sji Sjj 



+ 



(mod. T); (/, ^=i, 2, ..., «.). 

Hier ist nun «u) direct eine Snmme von Quadraten. Die Determinanten 
«(w «» —«iw sind aus den beiden excessiven Systemen 



öüü ö|ji . . 



»IM: 



öw 



) . . . 



a 



öjü »•! 



• • • 



a 



in9 



öin 



• • • 



JU 



M 



öi)» 



• • • 



a 



in 



zusammengesetzt und daher gleich der Summe aus allen (ou^oa— ^uO^y 
Aehnliches gilt für die weiteren Determinanten, bis man zu Determinanten 
kommt, deren Ordnung grösser als n wird; diese haben dann, weil sie aus 
defectiven Systemen zusammengesetzt sind, den Werth Null. Der letzte 
Fall kann nur eintreten, wenn iw>ii ist. 

Die Formel (7.) giebt somit die gewünschte Aufklärung: Es ist 
— |öf,>P^jü mod.T als ganze Function von fn, /22? •••7 ty^m darstellbar, deren 
Coefficienten die Summen eon Quadraten sind. Verschwinden die einzelnen Ele- 
mente von Ty während alle /n, ^22 7 •••7 t^m positiv sind, dann ist t^J^i negativ. 

Vertauscht man m mit n, die a mit den a und umgekehrt, dann 
folgt, dass in einem Systeme von m+n Grössen /^^, welche durch die 
Beziehungen t^^ — (,u^y) mit einander verbunden sind, stets m Grössen 
t^^ positiv und die übrigen n Grössen negativ sind. 

Der vorgetragene Beweis unseres Satzes führt weiter zu der Ueber- 
zeugung, dass auch die arithmetische Begründung des Trägheitsgesetzes der 
quadratischen Formen in ähnlicher Weise mit Hülfe eines Modulsystems T 
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dargelegt werden könne and müsse. In der That ist sie schon in der 
Formel (7.) oder in unserem letzten daraas gezogenen Schlüsse enthalten. 
Um dies zu zeigen, führen wir in 

an Stelle der u mittels der Substitation 

«x = ölx^l + flbx^aH hOn+i»,x«»+m, C»=1.2 n) 

^X = «U<'l + a2i<'2H h««+m,At'n+«, (A = n+1, n+2, ..., «+«.) 

die Grössen v ein. Dadurch erhalten wir 

a>=l, 2, ...,«+«; i+/). 

Die einzelnen ^(n+m)(n+m—V) Klammem der zweiten Summe machen 
wir nun zu den Elementen eines Modulsystems T; dann stehen wir auf 
dem Boden unserer obigen Schlüsse, und wir können die Folgerung ziehen, 
dass beim Verschwinden aller Elemente von T genau n von den Klammem 
der ersten Summe positiv, m negativ sind. Denn die Maximalzahl der 
positiven kann nicht grösser sein als n, die der negativen nicht grösser als 
m, weil dies unserer letzten obigen Folgerung widersprechen würde. Natür- 
lich sind die Substitutionen so zu wählen, dass keiner der Coefficienten der 
©J verschwindet. 

Auch diese Betrachtungen bestätigen es wieder, dass erst die Ein- 
führung der Modulsysteme geeignet ist, die arithmetische Einsicht in die 
Natur der verschiedenartigsten Theoreme vollkommen durchsichtig zu 
gestalten. 
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lieber die Reduction der Diflferentialgleichung 

der Eeihe 5(ei, Ca, .-, p-i; «). 

(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 



1/ie Dififerentialgleichong 



§ 1. 



(1.) 






= 0, 



in der Li, 1/2, ..., Ln-i Constaute bedeuten, lässt sich, wie ich in einer 
früheren Arbeit*) gezeigt habe, mit Hülfe der anendlichen Reihen von 
der Form 



(2.) 



5(r„ r,, ..., r,_i; x) = 



1+ 



X 



+ 



X' 



+ 



l.r,r,.,.r,_, 1.2.r,(r,+l)r,(r,+l)...r,_i(r,_i+l) 

vollständig lösen. Man verbindet, indem man durch \i\, das Product 
(3.) [a], = a(»-lX«-2)...(8-v+l), [a].,= l, 

bezeichnet, die Constanten Li, ..., I>^x °iit n— 1 anderen Constanten 
Ä,, . . ., Ä,_, durch die (für jeden Werth von s geltende) Identität 



(4.) 



Die Grössen Äi, . . ., Ä»_i mögen ihrerseits zu n— 1 Constanten pi, . • ., (>,_, 
in der Beziehung stehen, dass sie die elementaren symmetrischen Functionen 
der Argumente ()i, . . ., (>^i darstellen, so dass man für ein beliebiges % 



•) Cfr. § 5 der Abhandlung „Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
F- Reihe" im 38. Bande der Math. Annalen, pag. 586. 
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(5.) { 



(6.) 



die Gleichung 

hat Dann befriedigen die n Reihen 

a?^-^f5(2-()2, P1-P2+I, e3-(>2+l, ..., P.-1-P2+1; a?), 

a?'~^""'f5(2-(>n-i, pi-p— 1+1, (>2-(>— 1+1, ..-, p«-2-e«-i+i; a?) 

die Differentialgleichung (1.), und zwar sind sie die n Hauptintegrale der- 
selben. Die Constanten (>< und Qi—Qk werden hier als nicht ganzzahlig 
vorausgesetzt. 

In den Ausdrücken, die man für die Grössen L^, ..., L„_i als 
Functionen von R^ ..., A^.i erhält, kommen die positiven ganzzahligen 
Coefficienten d^^ vor, welche (bei Anwendung der abgekürzten Bezeichnung 
(3.)) durch die Identität 

definirt werden*). In (7.) bedeutet js eine beliebige Grösse und p irgend 
eine positive ganze Zahl. Zwischen L,, . . ., L,_i einerseits und Äi, . . ., R^_i 
andererseits bestehen, wie aus (4.) folgt, die Gleichungen 



(7.) 



»" = 



(8.) 



Setzt man femer 



i=n 



L,-, = Z df-r.VR,_, 



(f4 = 2, 3, ..., »-!) 



, 



»=/i 



I^n-l — Rn-V 



(9.) 



«1 = (>1-1, «2 = 92 — 1, . . ., «n-l = (>— 1-1 



und (für ein beliebiges ä) 



(10.) 



f («+0(«+«2) . . . («+«»-0 

1= Ä-'+Sia"-'+S2Ä"-'+- 



+ S„_2Ä + S«_1, 



•) Auf gewisse Sätze, die sich auf diese Coefficienten d[^^ beziehen, und die auch 
im Folgenden Anwendung finden, bin ich in § 8 der Abh. „Ueber die Differential- 
gleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären 
Punkten**, dieses Journal, Bd. 102, pag. 114, näher eingegangen. 
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80 dass Si, . . ., S^_t die elementaren symmetrischen Functionen von «,, . . ., 
Sn-i sind, so kann man statt der Bestimmungen (8.) die mit ihnen gleich- 
hedeutenden 

(11.) L,_^ = !2:V;rps,_, (/.=!, 2 — d 

anwenden*). Unter Ro und So wird der Werth 1 verstanden. 

Im Folgenden soll nun nachgewiesen werden, dass durch Einfflhrung 
eines bestimmten Integrals an Stelle von y die Differentialgleichung (1.) 
sich auf eine Differentialgleichung («— l)ter Ordnung von genau derselben 
Gestalt reduciren lässt. Die Wiederholung dieses Verfahrens liefert (i»~l)- 
fache bestimmte Integrale flir j^. Denn man gelangt schliesslich zu der 
analog gebildeten Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche durch ein- 
fache bestimmte Integrale lösbar ist. 

§2. 

lu die Differentialgleichnng (1.) werde für j^ das bestimmte Integral 



%dt = 0. 



(12.) y =^ f e'Xdl 

9 

substituirt, in welchem die Grenzen g^ h constant sind, und % von / allein 
abhängt. Man erhält dann aus (1.) die Gleichung 

Irr»-* L,rr"-2 Ln-.^-i«*' , 

————— I ■ — — ^.^— ^_— 1 ■ • • • I - I — 1 1 ■ • • • 

Dieselbe nimmt, wenn die Grössen 

(13.) /' = ! %' = -e% = -^, g' = ^, A' = | 
eingeführt werden, die Gestalt 

an. Nun folgt aus der Formel der theilweisen Integration 

f'e^xf'Z'dt' = [e^'r%J.=^:-/' e^' "^^'^ dt', 

ff' 9' 

•) Math. Annalen, Bd. 38, pag. 593 und 595. 
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ferner, wenn die genannte Formel auf das mit L^^y^i multiplicirte Integral 
V Mal angewendet wird, in der Art, dass die partielle Integration nach t' 
sich stets auf das Prodact e'^'x bezieht, 

f e' xU'^^'V di = [pjz*;+(-iy/*>''<i*^^-^^^^ 



r 



WO Qy die Samme 



(14.) Q^ = e-' 



^r-^t'r^^^'_^>-^ dO'^y) ^^,-3 d'(«"-^'a) 



dt' 



dt 



•■•+05 TTT-S -+ ^ 



dt'"--* - 



dt"-^ 



bedeatet. Nennt man also M den Ausdrock 



(15.) M = Q^x+L,Q,-2+UQ^+-+L^2Qr, 

so ergiebt sich 



W=j:+/>" 



ff' 



•—i«-.^^^- +(!.-. /'-i)r 



dt' = 0. 



Man bringt das in letzterer Gleichung vorkommende Integral zum Ver- 
schwinden, indem man den Factor von e*'' gleich Null setzt; d. h. man 
bestimmt %* als Function von /' durch die Differentialgleichung (»— l)ter 
Ordnung 

y=n-l /i»'^/'»'+l5"^ 

(16.) ^_ (_i)^i__,-liL_^l+(L,_,l'_l)St' = 0, 



y=l 



A'« 



woselbst L«) = 1 zu nehmen ist. Werden ausserdem die Constanten g und h 
so gewählt, dass die Bedingung 

oder, was dasselbe sagt, 

(17.) [MU--[Ml^, = 

erfüllt wird, so ist das bestimmte Integral (12.) eine particuläre Lösung der 
Differentialgleichung (1.). 

Die Differentialgleichung (16.) soll zunächst in der Art umgestaltet 

werden, dass für /' wieder — gesetzt wird. Nach der Lehre von den 

höheren Differentialquotienten besteht, wenn die Variabein / und t' durch 
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die Relation t = -p- verbunden sind, die Gleichung*) 

V 

(18.) ^?- = (_iy,.«^:fc^, 

in welcher ^ eine beliebige Function bezeichnet. Durch diese Formel 
wird aus (16.), wenn man, unter Berücksichtigung von (13.), 

substituirt und durch — / dividirt, die Differentialgleichung 



(19.) "1 'i„_,_,r4^+(L._,-/)2: = 

erhalten. 

Die Gleichung (18.) dient auch zur Umformung der in (14.) be- 
zeichneten Function Qy. Wird in (18.) statt v der Buchstabe t benutzt, und 
für * das Product 

genommen, so hat man 

— -^i — --c-i)< —^^ — 

Hierdurch geht die Summe (14.) 

in den Ausdruck 

(20.) Q^ = -e^j^St+T'ar'-'-'f+'^^^^^j 

über. 

Man führt nan an Stelle von % eine neue Variable 7 mittelst der 
Gleichung 

(21.) % =^ er 

ein, wodurch das Integral (12.) die Form 



X 



(22.) y =ye' t^Tdt 

9 



*) Cfr. Ä. Hoppe ^ „Theorie der independenten Darstellung der höheren Differential- 
Coefficienten**, Leipzig, 1845, und 0, Schlömilchy „Zur Theorie der höheren Differential- 
Quotienten", Zeitschrift für Math, und Physik, Bd. 3 (reproducirt in Schlömilchs Com- 
pendium der höheren Analysis, Bd. II, Abschnitt 1). 
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annimmt. Wird ausser der Bezeichnung (3.) auch die bekannte Abkürzung 
(23.) 



, . _ a(»-l)(»-2)...(8-i>+l) . _ 

W-~ 1.2.3...1' ' Wo-i, 



angewendet (z beliebig, v eine positive ganze Zabl), so ist 



d*(<^ r) 



d^r 



+(*)»_,w»_,f^-*-''^+...+(Ä),w»/^-*r. 



d/^ 



Daher hat in der Gleichung, die aus (19.) durch die Substitution (21.) ent- 
steht, die Ableitung -^— (für .a = ii— 1, «—2, . . ., 1) den Coefficienten 

während T mit dem Ausdruck 



multiplicirt 


ist Man 


Constante 




(24.) 


/>, 


80 dass 




L[ 


= k+(tt 


14 


- 4+(« 


u 


= L,+(n 



Man nennt LU/i-n Air ,a=:«— 2, w— 3, ..., 1, die 



A=n-l 



t^n-tA-l — ^ C*)jb-^L^J*-/i^n-Jt-l? 



A=/i 



•2)lWiLl+(«-l)2W2, 

■3)lWli2 + (f»~2),[i]3Li + (f|-l)3[i]3, 



ist 



L:.2 = i^n-2 + (2)xW,i„-3 + (3),[A],4_4+- + (n-l),„3W,.2, 
i^U = i,-l + Wl^n-2 + W2L,.3+- + Wn-2Z^I + W„-l 

Dann lautet die (durch t^ dividirte) Differentialgleichung für T 






< = 0. 



d<> ' -"-'' dt 

Der Umstand, dass man über die Constante l. verfügen kann, gestattet es 
nun, die Grösse Ll_i gleich Null zu machen. Man stellt für l die Gleichung 

(25.) lU = M«-l + /.iW„_2 + i2W«-3+- + 4.2Wl + I„-l = 

auf. Hierdurch nimmt die letztgenannte Differentialgleichung, nachdem sie 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 25 
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durch / dividirt worden ist, dieselbe Gestalt wie die Gleichung (1.) an. 
Denn man erhält für T die Gleichung 

An-IT d»—^T d^T dT 

(26.) '"-^4f^ + ''i^'-'4^+---+^U^-'ä^^ + ^:-,^-T= 0, 

und diese entsteht aus (1.), wenn «, x, y, Zj, Lj, . . . respective durch «— 1, 
ty T, L'i, Z4, ... ersetzt werden. 

Die Gleichung (25.), welche zur Bestimmung der Constanten l dient, 
kann mit Hülfe der Relationen (4) und (5.) umgeformt werden. Es ergiebt 
sich die Gleichung 

(27.) (i+p,)(A+p,) . . . (i+p,_0 = 0, 

welche zeigt, dass l mit einem der Werthe — pi, — pj, ..., — (>«_i identisch 
ist. Man wähle 

(28.) l = -(>,.,. 

Dann wird aus (22.) die Gleichung 

(29.) y = pe^r'^-'Tdt 

9 

erhalten. 

Integrirt man die Differentialgleichung (26.) durch Reihen, die nach 
Potenzen von t aufsteigen, so gewinnt man «—1 particuläre Integrale, die 
analog zu (6.) gebildet sind. Die Constanten, welche in diesen Reihen 
vorkommen, stehen zu den Constanten pi, . . ., p^_i in einer einfachen Be- 
ziehung. Bezeichnet man nämlich durch pj, pa, . . ., pUa die Werthe 

(30.) pl =Pi-pn-l + l, Pi = p2-P»-1 + 1, . . ., Pl-2 = P«-2-Pn-l + l, 

80 sind 

5(P17 92, Pi, ..., Pn-2; t), 

«'~''^5(2-p;, p;-p;+i, p;-p;+i, ..., pU-pI+i-, o, 



(31.) 



t" '"-'5(2-pL2, p;-(>:-2+i, p2-p:-2+i, ..., p:-3-p:-2+i; o 

die »—1 Hauptintegrale der Differentialgleichung (26.). Um dieses Resultat 
abzuleiten, beweist man, dass die Gleichungen, welche die Constanten Li, 
Li, ... mit pl, p2, ... vorbinden, gleichlautend mit den zwischen Li, L2, . •. 
und Pl, P2, ... bestehenden Gleichungen werden, wenn nur n— 1 an die 
Stelle von n tritt. Hierauf soll im folgenden Paragraphen näher ein- 
gegangen werden. 
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§3. 
Man nenne ti, ta, . . ., rM_2 die Constanten 

(O^.) ti = pi Pn— 1? ^2 = p2 Pn-n • • '1 ^n-2 = P«-2 — Pn-1 

und setze (für ein beliebiges z) 

(33.) («+rO(«+r2)...(Ä+r,_2) = «*-' +91iä"-' +3*2 «'*-*+ •••+9t--3»+9ln.2. 

91,, bedeute die Zahl 1. Da nach (30.) die Differenzen pi— 1 gleich r* sind, 
so stellt die Summe 

(34.) TV;i}>gi,^^, 

denjenigen Ausdruck dar, der aus der rechten Seite von (11.) entsteht, 
wenn man n durch it— 1 und zugleich pi, p2, ... durch pl, pi, ... ersetzt. 
Denn die Werthe SR* entsprechen, als die elementaren symmetrischen Func- 
tionen von ti, ..., r«_27 bei der genannten Aenderung den Constanten S^. 
Kann man also zeigen, dass für /^ = 1, 2, . . ., it— 2 die in (24.) bezeichnete 
Grösse Il-^-i sich in die Summe (34.) umformen lässt, so ist der am 
Schluss von § 2 ausgesprochene Satz bewiesen. 

Dieser auf die Coefficienten ZJ, . . ., ZJ,_2 bezüglichen Rechnung 
sollen einige Bemerkungen vorausgeschickt werden. Die Gleichung (5.) 
nimmt, wenn 

substituirt wird, die Gestalt 

(^-Pn-l)"-^ + ßl(^-Pn.l)--^ + -+Ä,.,(^-p,.0 + Än-l 

= ^(^+rO(^+r2)...(S+r„_2) 
an, woraus, wegen (33.), die Identität 

(^-Pn-0"-' + Äl(S~en^ir' + -+Än-2(^-Pn-04-ß„-l 

= ^-H9ll^»-H9l2?'-^+- + 9ln.3SH9t«-2S 

folgt. Vergleicht man auf der linken und rechten Seite der letzteren Glei- 
chung die Coefficienten von S*~^, nachdem man links die Potenzen von 
^— p„_i nach dem binomischen Satze entwickelt hat, so findet man die 
Formel 

/Q^N (^-« = 2'(-i)'-'(«-l)-«enß,-. 

(35.) \ *=» 

l = Än-.-Wl«»»-lÄ-x-l + (« + l).(>n-lß»-.-2 — •±(«-lX-.(>:Z^Ä.. 
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für ;^ = 2, 3, ..., »—1. Dieselbe gilt auch im Fall x = n, da dann beide 
Seiten sich auf den Werth Eins reduciren. 

Wird ferner durch f(i, k) irgend eine von den ganzen Zahlen t und 
k abhängige Grösse bezeichnet, so ist 

(36.) ^££f{h k) = JSVC«; *)• 

k=^r i=k i=y k=y 

Denn statt jede Zahl k mit den Werthen von i, welche grösser als dieselbe 
oder ihr gleich sind, zu combiniren, kann man jeder Zahl t die Werthe 
k'^i zuordnen. Sowohl i als k durchlaufen die Werthe von r bis n. 

Endlich sei erwähnt, dass, wenn z einen beliebigen Werth und m, 
r, r—m positive ganze Zahlen bedeuten, zwischen den Factoriellen [z]i^ 
[a]^, ..., [s6]r^m wnd den r—m ersten Potenzen von s die Gleichung 

^d(,^>+(m+2),dia,[4+(m+3),di^UM,+..^ 

besteht, die ich in einer bereits genannten Arbeit abgeleitet habe*). 

In die Gleichung (24.), durch welche die Grössen LJ, . . ., L[^_2 
definirt werden, führe man statt /Lt und k die Indices r und x ein, indem man 

y = ^+l, ;c = Ä+1 

setzt Dann ergiebt sich 

(38.) l:_, = T(;f-l),-.W,-v4-x. 



(37.) 



-in 



M=y 



Die Zahl r nimmt hierin, da Il_i nach (25.) gleich Null ist, die Werthe 
2, 3, . . ., n— 1 an. Demzufolge kommt der Werth ;f = 1 in (38.) nicht 
vor. Setzt man für L^^„ den in der ersten Gleichung (8.) bezeichneten 
Ausdruck ein, so entsteht aus (38.) die Gleichung 



oder, wenn die Formel (36.) benutzt wird, 



i=v »«y 



i=n 



= 2 lin-i 



i—y 



+ ("+2)3 Wb 






*) Dieses Journal, Bd. 102, pag. 123, Gleichung (77.). 
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Die Grösse, mit welcher Ä,.^ in der letzteren Summe multiplicirt ist, wird 
aas der linken Seite der Formel (37.) erhalten, wenn daselbst 

genommen wird. Also ist 14.^ gleich dem Ausdruck 



Ln-r 2: Rn-i . + (,.^1)^^^.^5)^3^.. . ^(.^1)^_^^(._.2) ;^.-. J 



v=r 



K=r t«=« 



Für X hat man nach (28.) den Werth — pn-i zu substituiren, was zu der 
Gleichung 

lU = 'iRn-i i'(-iy-'(t-l),^,e"2^VU 

führt. Indem man die Formel (36.) noch einmal anwendet, findet man 

lU = Jrfjr.^vS'(--iy-'(t-i),-.(>jiiÄn-.- 

oder, wegen (35.), 

Es werde schliesslich wieder 

gesetzt Dann gelangt man, für .u= 1, 2, ..., n — 2, zu d^ ^ Gleichung 



jr=A 



(39.) l:.^_, = i'djfr/>9l,_t_., 

die zu beweisen war*). 



•) Eine ausführlichere Behandlung der Fälle n = 3 un-'^ „ ^ 4 ^^^ ^j,. gi^j^j, 
(1.) findet sich in der Abhandlung des Verfassers Ueber, die Differentialgleichungen der 
Reihen ^{Q,a;x) und ^(g,c,T;xy^ Math. Annalen, ^^and 41, 
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lieber diejenigen Polyeder, die bei gegebener 
Gattung und gegebenem Volumen die kleinste 

Oberfläche besitzen. 



Erste Abhandlung. 

(Von Herrn Ernst Kotier,) 



in zwei grossen Abhandlangen*) beschäftigt sich Steiner mit der 
Frage, unter welchen Umständen ein Polyeder einer vorliegenden Gattung 
ein vorgeschriebenes Volumen mit dem kleinsten Aufwand an Oberfläche 
einschliesst. Zu einer Gattung rechnet er hierbei alle diejenigen allseitig 
convexen Polyeder, bei denen zwischen Ecken, Kanten und Flächen der- 
selbe topologische Zusammenhang besteht. Bei zwei Klassen von Gattungen 
ist es ihm gelungen, das „isoperimetrische Ideal", so wollen wir uns der 
Kürze halber ausdrücken, wirklich aufzufinden. Es sind die Klasse der 
Pyramiden und diejenige der Doppelpyraraiden. In beiden Fällen berührt 
eine Kugel sämmtliche Flächen einer Idealform in ihren Schwerpunkten. 
Dasselbe Gesetz findet sich bei einigen Gattungen erfüllt, wo die Idealform 
aus Symmetriegründen unmittelbar ersichtlich, als solche aber mathematisch 
schwer nachzuweisen ist. Solche Gattungen bestimmen u. A. das n-seitige 
Prisma und die regelmässigen Polyeder. Steiners Vermuthung, dass hier ein 
allgemeines Gesetz vorliege, wird in ausgedehntem Masse durch folgenden 
schönen von Herrn Lindelöf aufgestellten Satz bestätigt: Man betrachte 
die Gesammtheit derjenigen allseitig convexen Polyeder, welche dieselbe Anzahl 
von Seitenflächen und dasselbe Volumen besitzen. Die nothtcendigen Bedin- 
gungen für das Eintreten eines Minimums der Oberfläche sind bei allen den 



*) lieber Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
fläche und im Räume überhaupt. Zwei Abhandlungen. Gesammelte Werke, heraus- 
gegeben auf Veranlassung der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Bd. II, 
Berlin 1882, S. 177—308. 
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vnd nur bei den Polyedern erfüllt, deren Seitenflächen in ihren Schwerpunkten 
dieselbe Kugel berühren*^ 

Dieses Gesetz ist von der einschneidendsten Bedentnng fUr diejenigen 
Gattungen, bei denen die Topologie des Netzes nur dreikantige Ecken 
vorschreibt. Aus einem eigentlichen Polyeder der Gattung erhält man 
nämlich durch beliebige unendlich kleine Verschiebungen seiner Ebenen 
ein Polyeder derselben Gattung. Das Ideal der Gattung wird daher ein 
^^Lindelößche^ Polyeder" (mit den oben erwähnten Eigenschaften) sein, 
wenn es nicht etwa als ein entartetes Polyeder der vorgelegten Gattung 
zu betrachten ist, durch Einschrumpfung einzelner Kanten, welche die 
Topologie des Gattungs- Netzes vorschreibt, mehrkantige Ecken erhalten 
hat. Bei einem solchen Grenz -Polyeder der Gattung sind nämlich nur 
diejenigen unendlich kleinen Verschiebungen der Polyederebenen zulässig, 
welche die mehrkantigen Ecken dem Gattungsgesetz gemäss in dreikantige 
auflösen; findet sich das Ideal unter ihnen, so braucht es nicht noth- 
wendig ein Lindelößche^ Polyeder zu sein. 

Zunächst entsteht also die Aufgabe, die einzelnen Polyedergattungen, 
bei denen nur dreikantige Ecken vorgeschrieben sind, daraufhin zu unter- 
suchen, ob ihre Ideale eigentliche Glieder der Gattung sind oder nicht. 
Derselben stellen sich schon in den einfachsten Fällen erhebliche Schwierig- 
keiten entgegen. Immerhin zeigen die Resultate, die der Verfasser hinsicht- 
lich eines sehr speciellen Falles in einer zweiten Abhandlung veröffentlichen 



*) Vergl. die Abhandlung: Proprieiis des polyedres qui^ sous une etendue super- 
ficielle donnee, renferment le plus grand colume. Bulletin de TAcademie Imperiale des 
Sciences de St.-Petersbourg, tome XIV, 1869, und auch Mathematische Annalen, Bd. IL 
Unter allen Polyedern von gleicher Flächenzahl und gleichem Volumen hat eines die 
kleinste Oberfläche und besitzt dann wirklich die erwähnten Eigenschaften, was Herr 
Lindelöf als Schlussresultat seiner Untersuchung anführt. Die Gleichungen, von denen 
Herr Lindelöf bei seinem Beweise ausgeht, haben zunächst folgenden geometrischen 
Inhalt. Man überdecke einmal die ganze Oberfläche eines Polyeders mit Masse von 
gleicher Dichtigkeit, zweitens nur seine Kanten, und zwar die Punkte jeder Kante pro- 
portional zu dem cotangens der Hälfte des ihr anliegenden Kantenwinkels. Alsdann 
ist der Schwerpunkt beliebig vieler Polyederflächen zugleich derjenige der zugehörigen 
Umrandungen, wenn die Oberfläche bei gegebenem Volumen ein Minimum wird. Dieses 
geometrische Gesetz hatte schon Bern er aufgestellt, ohne aus ihm aber weitere Folge- 
rungen zu ziehen. Vergl. über Maxima und Minima geometrischer Figuren etc. Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 11, S. 81—93. 
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wird, dass der Geltungsbereich des Lindelößchen Satzes auf diese Weise 
wirklich eingeschränkt wird. 

Fragt man aber, welche Eigenschaften die Ideale solcher Gattungen 
besitzen, in deren Netz mehrkantige Ecken vorgeschrieben sind, so bieten 
sich zunächst die Polyeder dar, die nur von Dreiecken begrenzt werden, 
als dualistische Bilder derer, die nur dreikantige Ecken besitzen. Wir 
wollen im Folgenden eine specielle Klasse von Gattungen dieser Art ins 
Auge fassen*). Unter ihnen treten zuerst die Tetraeder auf, als Polyeder, 
die nur dreikantige Ecken besitzen. Ihnen schliessen sich die drei- und 
vierseitigen Doppelpyramiden an, bei denen nur drei- und vierkantige Ecken 
auftreten. Am nächsten stehen ihnen aber diejenigen Polyeder, welche mög- 
lichst wenig, d. h. zwei mehr als vierkantige Ecken besitzen. Hier haben 
wir einmal die n-seitigen Doppelpyramiden mit zwei n-kantigen und n vier- 
kantigen Ecken, sodann aber die Polyeder P^, die uns im Folgenden 
beschäftigen sollen, und bei denen n— 3 vierkantige, zwei dreikantige und 
zwei n-kantige Ecken auftreten. Ein P^ oder |jBi, ßj; -^i, -^2, . . ., A^^i\ bringt 
man am leichtesten hervor, indem man die Spitzen B^^ B2 einer Doppel- 
pyramide mit einer ihrer vierkantigen Ecken A^^ A^, Ai^ . . ., A-i» ®twa 
mit ^, in eine Gerade bringt. Alsdann scheiden die Kanten A^Ai und 
AüA^^i aus, Ai und A^_i werden dreikantige Ecken, und P^ oder |J?i,i?2; 
-/4i, -/42J • • -1 -^n-il enthält die Kanten i?i-/4i, Äi-^j, . . ., i?ii4,_i, ^2-^11 
J?2i42, . . ., Ä2-^n-u ^1^2, ^1^2, • • •, A -^n-i- Dlc Aufsuchuug des Ideals der 
Gattung kann mit der n-Theilung der elliptischen Functionen auf folgende 
Art in Verbindung gebracht werden: 



*) Auch in einzelnen Gattungen nur von Dreiecken begrenzter Polyeder giebt es 
Lindelößchc Körper. An einem solchen sind aber sämmtliche Dreiecke zu einander 
congruent, ebenso wie die körperlichen Ecken, welche sie an dem Mittelpunkt der Kugel 
bestimmen. Es giebt deshalb nur drei Arten von Ecken an dem Körper, /-, m-, w- 
kantige, und es besteht die Relation 

l m n J 

aus der zu schliessen ist, dass ausser den Doppelpyramiden nur noch neun specielle 
Gattungen existiren, in denen Lindelöfsche Polyeder vorkommen. Aus dem Gesagten 
geht jedenfalls hervor, dass unter den Gattungen der P« nur die beiden ersten, die der 
Pjj und P^, LindelöfschQ Polyeder enthalten. Ein P, ist nämlich ein Tetraeder, ein P^ 
oder {ßj,J?y; A^,A^^A^\ eine dreiseitige DoppelpjTamide mit den Spitzen 2I,, A^ und 
dem Mittcldrcieck A.^B^B.^. 
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Es sei k der kleinste Modul, für den 

2-3S.(^,*) 
2 ö : ^ ^ Ter = 



- ^;.(^,0 -*'!?. (^,0^J.(^'0 



ist; derselbe liegt zwischen den Grenzen i^ und Vf , sobald « > 3 ist. Als- 
dann wird durch die Angaben 

^^{-^ , k) = co%(A,BiA,^,) = cos(i4iJ52^.H-i)j 



(1=1, 2, ..., n-2) 



^23 (-^, &)= COSC^ißißz) = COS(i4<J?2ßi) 



(, = 1, 2, ..., n-l) 



ein P^ unzweideutig festgelegt, das kleinere Oberfläche besitzt, als irgend ein 
anderes P^ mit gleichem Volumen, mag letzteres allseitig convex sein oder 
nicht. Das Ideal ist aber nicht immer allseitig convex. Sicher ist dies der 
Fall, sobald n^S ist; es ist sicher längs B1B2 concav, im übrigen aber con- 
vex, wenn «^14 ist. Für die Zwischen- Zahlen bleibt der Charakter des 
Ideals unbestimmt. 

Würde man nach dem P„ fragen, das unter allen allseitig con- 
vexen P^ von gleichem Volumen die kleinste Oberfläche zeigt, so erhielte 
man als Lösung für n^8 sicher das oben charakterisirte P„, für n> 14 
aber ein entartetes P«, bei dem der BiB^ anliegende Kanten winkel sich 
gestreckt hat. 

Aus der Beschreibung kann man rückwärts folgende geometrische 
Eigenschaften des idealen P„ erschliessen. Dasselbe besitzt zwei Symmetrie- 
ebenen, von denen eine B^Bi enthält, die andere hierzu senkrecht steht. Die 
in Bi und B^ zusammenstossenden Dreiecke zeigen daselbst denselben Winkel rp 

{co&tp = ^23—^)- Aufeinanderfolgende der Ebenen B^AiBi schliessen denselben 

Winkel x ^^ (cos/ = ^n —^j • Endlich stehen bei geradem n (n = 2m) die 

Kanten An_iA„, und A„,^iA^ bez. auf BiA^_,^B2 und BiA^^iBi senkrecht. 

Für die Fälle « = 5, 6 habe ich auf Grund der erwähnten 
Eigenschaften die Frage algebraisch behandelt und die Auffindung des 
Ideals auf ganzzahlige Gleichungen achten, bez. dritten Grades zurück- 
geführt. 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 3. 26 
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L 

Wir beweisen zwei für das Folgende nöthige Httlfssätze. 

a) Lehrsatz 1. Bleibt bei einem Tetraeder von gegebenem Volumen 
V das eine Dreieck ABC und der Inhalt \BCD] eines zweiten, BCD, unge- 
ändert, so erreicht die Summe der Inhalte der beiden anderen Dreiecke, 
[ABD]+[ACD], und damit die Oberfläche den kleinsten Werth, wenn diese 
gegen das erste, ABC, gleich geneigt sind, so dass also auch die A anliegenden 
Winkel derselben, (BAD) und (CAD), übereinstimmen*). 

Es seien J, Ji, J27 J3 die Inhalte der Dreiecke ABC, BCD, CAD, 
ABD, a, xp, X die Neigungswinkel des ersten gegen die drei anderen, 
endlich a, b, c die Kanten BC, CA, AB. Alsdann ist 

V = I ---«- sma = I __L sin v; = ^ — i- sm/, 
so dass a einen von zwei supplementären Werthen haben kann, ferner ist 

J = J^cOSa+jQCOSV^+^/aCOS/. 

Daher muss 

3F / 6 



J2+J, - -2JA"5S^ + 'S^) 



ein Minimum werden, und zwar bei unveränderlichem 

3F 
•/2COSV/+J3COS;C = -07 (ftcotV^+ccot;f) = J— Jicosa. 

Als Bedingung des Minimums folgt aber 

(iOS>ip—q = 0, cos;^— ^f = 0, 

so dass wirklich V = Z ^^^ folglich (BAD) = (CAD) ist. Da nur einmal 
die nothwendigen Bedingungen des Minimums erfüllt sind, das Eintreten 
eines solchen aber evident ist, so kann man noch schliessen: 

Lehrsatz 2. Bewegt sich ein Punkt D auf einer Parallelen su BC in 
der Richtung fort, dass der grössere der beiden Winkel (BAD) und (CAD) 
sich verkleinert, so wird die Summe der Inhalte [BAD]-\-[CAD] sich so lange 
verkleinern, bis beide Winkel einander gleich geworden sind. 



*) Dieser Satz steht in der Mitte zwischen zwei S/eiwerschen Lehrsätzen. Bei 
beiden handelt es sich darum, die Oberfläche eines Tetraeders bei gegebenem Volumen 
möglichst klein zu machon. In einem Fall ist noch die Grundfläche gegeben, im anderen 
Falle die Inhalte zweier Dreiecke. Vergl. lieber Maximum und Minimum etc, S. 278 
und: Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze, Ges. Werke II, S. 75 — 91 
(§ ^)- Uebrigens würde Steiners Schlussweise auch auf unseren Fall passen. 
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ß) Gemeinsame Eigenschaften der Ideale aller Gattungen. 
Es sei für ein beliebiges orthogonales Coordinaten- System die affine 
Transformation 

gegeben. Ein beliebiger Raamtheil mit dem Volumen V wird dann durch 
einen anderen vom Volumen 

ein beliebiges Stück J einer Ebene mit den Richtungscosinus cos«, cos/?, 
cos/ durch ein anderes vom Inhalte 

•/+«/(G^+Ocos'a+(^+>l)cos'/3+(A+iU)cosV) + - 

ersetzt. Durch die Punkte sind Glieder zweiter und höherer Ordnung in 
Ä, /j^ V angedeutet. 

Bei einem Polyeder vom Volumen V und der Oberfläche F möge 
nun die einzelne der f Flächen den Inhalt F^ und die zugehörige Normale 
die Richtungscosinus cos«,, cos/?,, cosy, besitzen. Alsdann erfahren V und 
F bei der affinen Transformation die Veränderungen 

JF = (//+r)iF,cos'a,+ (^ + ^)i/^cos^/?. + (i+iw)iF,cosV,+-, 

»=i t=i 1=1 

während die Gattung des Polyeders ungeändert bleibt. Handelt es sich um 
das Ideal der Gattung, so muss JF bei genügend kleinen l^ ,u, v immer 
positiv sein, wenn JV verschwindet; hieraus folgt: 

(1.) i: F,.cos'a, = 2 F.cos'/?, = 2 /?;cosV, = \F. 

1=1 i=\ *=1 

Zunächst folgt nur, dass alle drei Summen denselben Werth Q haben; der 
Relationen 

cos^a,+cos^/?<+cosY. = 1 

wegen ist aber Q =^^F. 

Den Relationen (1.) stellen sich drei andere an die Seite. Für 
irgend eine Axe ist nämlich, wie wir soeben zeigten, 

£FiCO&^q)i = ^F, 

1=1 

aoter 9, den Winkel verstanden, den sie mit der Normale von F, einschliesst. 

26* 
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Hat sie die Richtangscosinus cos«', cos/5', cos/, so folgt: 

i-F = cos^a' 2;FiCOS^«,+cos^/?' H FiCo^^ßi+co^^y 2; FiCOB'^yi 

1=1 1=1 »=1 

+ 2cos/5'co8/ 2^/^co8/?4C08y,+2cos/cosa' i^FiCOSy^cosa, 

1=1 1=1 

+ 2co8a' cos/5' j; F^cosa. C08/5, 

1=1 

oder: 

= c08/5'co8/ 2^F,co8/5.co87<+co8/cosa'^F<co8y<co8a, 



•=1 i=l 



+ cosa'co8/5' i?F<C08a<C08y,. 



Das ist aber nur möglich, wenn 



(2.) ^FiC08/5iCOsy, = i?F<co8y,co8a<= ^F<cosa,cos/5< = 



ie=l i=l 1=1 



ist. Die Relationen (1.) und (2.) sind fünf unabhängigen äquivalent, da 
aus ihnen die Identität 

F = F 

sich ableiten lässt. Wir können sie in die eine Relation 

i? Fi cos ^i cos Vi = ^Fcos/ 

zusammenfassen, wenn wir unter y, und xpi die Winkel verstehen, welche 
die Normale von Ff mit zwei festen Axen einschliesst, unter x den Winkel, 
den die Axen mit einander einschliessen. 

IL 

Verschiebt man bei einem P^ oder |i?i,i?2; i4i, ^j, •-•» -^»-il ^ jeder 
Parallelen zu B^Bi die Strecke, welche F„ auf ihr abschneidet, so lange, 
bis ihr Mittelpunkt in eine bestimmte zu B1B2 senkrechte Ebene gelangt, 
so bilden die Endpunkte ein neues F^, welches eine zu B1B2 senkrechte 
Symmetrieebene besitzt, dasselbe Volumen hat, wie das gegebene, aber nach 
dem iS/emerschen Symmetrieprincip kleinere Oberfläche aufweist*). Bei 
Aufsuchung des Ideals der Gattung F„, das bei gegebenem Volumen V die 
kleinste Oberfläche F besitzt, kann man sich also auf Polyeder mit dieser 
Symmetrieebene beschränken. Zur analytischen Behandlung der Aufgabe 



*) Vgl. § 11 der Abhandlung: Einfache Beweise etc. 
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führen wir als Veränderliche die Länge 2ä oder B^B^ und die Winkel 

(pi = {AiB^B^ = (A^BiBi)^ 0=1' 2 n-i) 

xp, = (A,B,Ai^^) = (A.B^A^,)] Xi = (A-ßu^w); (•= ^' ^^ •••• »-^) 
ein (J?o ißt der Mittelpunkt der Strecke B1B2). Alsdann ist 

F = aMtea),4-te<p._,4- 
(3.) 



= *(», 9)1, ..., 9),_i, Vi, V^, ..-, Vn-2, Xu Xi^ •••> X.-O» 



(4.) 



a» n-t 



= ¥'(a, y,, vj, ..,, y,_i, Vi, V2, •••, V— 2, Xi, a:», ••., ;i:— 2)- 

Hierzn treten die Nebenbedingnngen 

(5.) = — co8V<+co8y<co8y<+i+8iny,8in9J.+iC08x. = -X;(v«, y<+i, Vo xi)- 

(1 = 1,2, ..., II-2) 

Setzt man nun mit anfzusachenden Unveränderlichen q, 9,, 92, ..., 9._2 

(6.) n = ^^qV+q,X,-\-q,X,+-+q,_an-2, 

SO gelten für da8 isoperimetrische Ideal ausser den Gleichungen (4.) und 
(5.) noch die anderen: 

(7.) 4r = ^' C^'-) -ö|- = ^' 0=1......-.) 

Das gilt aber nur unter der Voraussetzung, dass das Ideal keinerlei Aus- 

«—2 
artungen zeigt. Falls etwa bei ihm 2! Xi den äussersten Werth 2^1 erreichte, 

so brauchen die Gleichungen (7.) nicht nothwendig zu bestehen, da nicht bei 
allen den Gleichungen (4.) und (5.) entsprechenden Variationen der Ver- 
änderlichen F sich zu verkleinern braucht. Um dieser Schwierigkeit zu 
entgehen, construiren wir uns ein Continuum von theils uneigentlichen P„, 
welches das gegebene umfasst, zeigen, dass das Ideal dieses Continuums 
sicher den Gleichungen (7.) bis (7^) genügt, und erkennen dann später, 
dass dieses Ideal dem Bereich der eigentlichen P„ angehört. 

Zu diesem Zweck nehmen wir V als constant, die Winkel ^i, 

(pH, . ., (pn-i als spitz, v^i, v^2, ..., ^^«-2 aber und damit Xu X2^ •••? Xn-2 
zwischen den Grenzen und n an. Nachdem ein bestimmter Drehungs- 
sinn fllr die Axe B^B^ gewählt ist, hat man dann w— 1 Dreiecke B^A^B^^ 
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ßiiijßai •••? Bi^n-i^z^ die bei Bi und B2 die Winkel (pi, ^2, ••.» y«-i 
zeigen, so festzulegen, dass aufeinanderfolgende der Reihe nach die Winkel 
Xu X^-i " "I Xn-i einschliessen. V stellt dann die Summe der Tetraeder- 
Inhalte 

[B,B,', A,A,]^-[B,B,', A2A,]+-'+[B,B,; A^^^A,^,] 

dar, während F eine Summe von Dreiecksinhalten ist: 

»-2 

Sobald 2 Xi grösser als 2n ist, erhalten wir kein eigentliches, sondern ein 

ge Wissermassen mehrfach um B1B2 herumgewundenes P.. Wir beschränken 
unser Continuum durch die Festsetzung, dass ein P. lediglich längs B1B2 
concav sein darf. 

Wir heben aus dem Gesammt-Continuum ein Theil-Continuum durch 

fi~2 

die Festsetzung heraus, dass 2! Xi unterhalb einer Grenze liegen soll, die 

nicht kleiner als ^(«— 2)7i ist An der Grenze oder im Innern des Theil- 
Continuums muss nothwendig ein P. mit kleinster Oberfläche liegen. Im 
letzteren, aber nicht nothwendig im ersteren Fall müssen die Gleichungen 
(7.), (7*.), (7^), (7^) gelten. An die Grenze des Continuums gelangt man 
aber, wenn die Gösse B^Bz = 2z unendlich gross oder unendlich klein 
wird; zweitens, wenn ein Winkel des Polygons BitAiA2 . . . A^^^^ jedoch 
nicht der bei J?,, liegende, sich streckt oder einzelne seiner Seiten ein- 
schrumpfen, drittens, wenn einzelne der /^ sich strecken oder einzelne der 
<pi verschwinden, und endlich viertens, wenn die Summe der /, den vor- 
geschriebeneu Grenzwerth erreicht. Zeigen wir, dass jedes dieser Grenz- 
polyeder durch ein nicht ausserhalb des Theil-Continuums liegendes von 
kleinerer Oberfläche ersetzt werden kann, so ist ein isoperimetrisches Ideal 
im Innern des Continuums nachgewiesen. 

Versteht man unter G die Summe der Inhalte der Dreiecke AiB^Ai^i^ 

so ist einerseits 

SV 



F>2G, V =^ ^Gz, F^ 

Ist ferner U der Umfang des Polygons B^A^A2. . . A^_^^ der also grösser 

ist als der eines Kreises vom Inhalte G, so hat man 

F>£/ä, U>2}lGn, V = |(?ä 
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und folglich 

Zeigt nun ein beliebiges Fj die Oberfläche Fu, und setzt man 

F,' ^ ^ 6Vn' 

80 haben eine grössere Oberfläche als F,, alle diejenigen F^, bei denen nicht 



ist. Da F grösser ist als der doppelte Inhalt jedes Dreiecks B^AiB2^ so 
ergiebt sich für cp^ die obere Grenze 

(8.) </)« = arctg(2^). 

Ein Polyeder, bei dem einer der Winkel Xi sich streckt oder einer der 
Winkel y, verschwindet, zerfällt in ein P„, und ein F,_^. Dieselben mögen 
für sich die Volumina Fj und V2, die Oberflächen Fi und Fj besitzen; es 
sei femer 



Ein zu F^ ähnliches Polyeder mit dem Volumen V oder Vi+Tz hat dann 
die Oberfläche 

i^.jA^^p- = ^i V(l+ -^y < f,(l+}^) < F,+F,. 

Dasselbe gehört aber zu unserem Continuum und hat wenigstens einen 
gestreckten Winkel Xi weniger als das gegebene. 

Ein F^ unseres Continuums kann entstehen, entweder indem einzelne 
der Winkel {Ai^iA^Ai^^ sich strecken, oder indem einzelne Kanten 
AiAi^i zusammenschrumpfen, womit das Verschwinden einiger Xi verknüpft 
ist. Man kann es in ein P^^i zurUckverwandeln, wenn man einen Punkt 
auf dem Umfange seines Mittelpolygons geeignet als (fii+l)-ten Eckpunkt 
mit gestrecktem Winkel wählt. Mit dem neuen Eckpunkt A^j^x heisse nun 
das Polygon 

Hält man alle anderen Ecken fest, verschiebt aber Ai parallel zu a4,+,^,_i, 
also auf /!<«! zu, so entsteht ein P„,^i unseres Continuums; nach Lehrsatz 2) 
wird es eine kleinere Oberfläche als F„, besitzen, wenn man (A^^i^B^^A^ 
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kleiner als (i4j_i, Ä,, Ai) gemacht hat. Ist bei einem Polyeder, bei welchem 

«-2 

2: Xi ^ßß Grenzwerth erreicht, keines der bisherigen Verfahren anwendbar, 
t=i 

so kann es auf Grund des Lehrsatzes 2) durch ein Polyeder des Continuums 
mit kleinerer Oberfläche ersetzt werden, wenn nicht 

ist. Ist z. B. V'/^V^i+i, so wird eine Bewegung von A^ parallel zu 
-^•+1-^,-1 bezw. Ai_iAi^y^ das Volumen ungeändert lassen, die Oberfläche aber 
verkleineni, ist andererseits yi <C V^i, so wird, wenn man -4, parallel zu J?u-^2 

n— 2 

bewegt , 2 Xi sich verkleinem, ebenso die Oberfläche, und es wird ein Polyeder 

1=1 

des Continuums entstehen. Finden aber die obigen Relationen statt, so ist 

der gemeinsame Werth der % kleiner als -^ , da dies von (f^ und (p^^i gilt, 

wenigstens einer der Winkel /2, Xi^ «m /n-3 aber, etwa Xa ist stumpf, da 
3fi und Xn-2 spitz sind und die Summe aller x nicht kleiner als \(n—2)n 
ist. Man bewege nun die beiden Dreiecke B^A^Bi und B^A^^^B^ mit den 
vorangehenden und darauf folgenden Theilen des Polyeders um einen kleinen 
Winkel auf einander zu. Hierbei verkleinern sich sowohl \pi als auch /<; 
da aber v^^ spitz, /. stumpf ist, so vermindert sich der Inhalt des Dreiecks 
^,jBi^.^i, derjenige von AiBy^A^^^ und folglich das Volumen des Tetraeders 
ßiß^-^.-^.+i aber vergrössert sich, und unser Polyeder ist somit in ein 
anderes verwandelt, welches grösseres Volumen und kleinere Oberfläche 
als das gegebene besitzt. Durch Verkleinerung nach der Aehnlichkeit kann 
man also ein P„ unseres Continuums herstellen, welches kleinere Ober- 
fläche als das Grenzpolyeder besitzt. Aus allen diesen Erwägungen folgt, 
dass bei dem Ideal unseres Hauptcontinuums die Winkel y<, xp^ und Xi inner- 
halb der für sie gegebenen Grenzen liegen, dass femer keiner der Winkel 
Ai_iAiAi^i sich streckt. In Folge dessen kann man den Winkeln y. und 
Xi ganz unabhängig von einander Variationen von genügender Kleinheit 
ertheilen, ohne dass eine der möglichen Ausartungen eintritt. Berechnet 
man mit Hülfe von (4.) und (5.) die Variationen der Xi nnd von z, so 
muss die totale Variation von F verschwinden, d. h. aber mit anderen 
Worten: 

Lehrsatz 3. In dem eon uns construirten Continuum giebt es Träger 
eines Lösungssystems der Gleichungen (4.), (5.), (7.), (7*.), (7''.), (7^) Eines 
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von diesen Polyedern^ bei dem 



«—2 



(9.) 2: Xi < i(»-2)^ 

isty hat kleinere Oberfläche ab alle anderen Polyeder des Continuums. 

Wir benatzen zuerst die Gleichungen (7^) und (7^). An dem „Ideal" 
finden also die Relationen statt: 

(7^) z^ — ha.sinv^, = 0, o-i^a «-2) 

^ ^ cosygCOsqpi+1 ^ ^* ' 



9 .3 



(7^) y«'co8x.tgy,tg(ip,+i-5f,8iu/,sin</),sinip,+i = 0; 



0=^1, 2 n-2) 



da die y, mit Ausschluss der Grenzen zwischen und -^ liegen, so folgt 

hieraus 

(10.) ScotV', = —qzcotXi. 

Nach dem Theorem 2.) muss aber als nothwendige Folge aus den Glei- 
chungen (5.), (7.), (7*.), (7^), (7'.) sich das Gleichungssystem 

(11.) y^ = 1^^ = 1//2 = . . . = i^„_2 = y«-i = V^ 

ergeben, denn im anderen Falle würde die Verschiebung einer Ecke des 
Polygons BiiAiAi. . .A„^i parallel zur Verbindungslinie der beiden Nach- 
barecken ein P^ mit kleinerer Oberfläche ergeben. Offenbar ist dann 
nach (10.): 

Diese Folgerung wird nur dann hinfällig, wenn cott/^ und q beide ver- 
schwinden. Da jedoch wenigstens einer der Winkel /. spitz ist, (9.), und 
wir für tp^ eine obere Grenze, y,,, haben, so ist 

cosi// = co8yiCOsy?,4.i+siny?iSin5p,+iCOs/i> cos^5Po, 

und es kann der besondere Fall nicht eintreten. / ist ein spitzer Winkel, 
(9.). Die «—2 Strecken AiAij AiA^^ ..., -/4„_2-^«-i werden daher nicht 
nur von Äi, ßj, sondern auch von J?» aus unter je demselben Sehwinkel 
erblickt. 

Sind die Winkel x ^^^ W bestimmt, so können noch in mehrfacher 
Weise zugehörige P„ construirt werden. Durch (p^ = \p = {A^B^B^ ist 
zunächst (f2 oder (A2B1B2) bestimmt, weil A2 nicht mit i?o zusammenfallen 
darf. Bei 93 sind wir schon im Zweifel, ob er gleich ^i ist oder nicht. 
Ist 9)3 gewählt, so ientsteht ein ähnlicher Zweifel hinsichtlich y*, u. s. w. 
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Wir wollen zeigen, dass y<_i und y^^, stets die Seiten der beiden verschie- 
denen sphärischen Dreiecke sind, die durch die Seiten ^^ und \p und durch 
den der letzteren Seite gegenüberliegenden Winkel / bestimmt werden. 
Zu diesem Zweck stellen wir die Gleichung (7*.) bei allgemeinen Werthen 
der (pi, xpi und Xi ^^^ ^^^ combiniren das erhaltene Ergebnis mit den Rela- 
tionen (11.) und (12.). Wir setzen 

und definiren 

+5fi(— cosV'i+cosy,cosy.^.l^-8inyi8iny?^^.lC08;f,)|• 

U^"^^ erhalten wir bei Vertauschung von qt, Xiy V^o 9^/+i g^g^^ qi-u Xi-u 
V^.-i, y,_i. Nun ist offenbar 

* cos'ep.cosqpj+i ^ 3 cos'y,- ^^»^^ 

+ 5^, (— sin (pi cos y?i^i + cos 9). sin y,^i cos;^,). 
Benutzen wir hier die Gleichheit der tpi sowie die der Xi ^^^ setzen 

3 cott// ^ _ 2 coti/; 



(10.) 9=-^'T77r-, 9. = -« 



Ä cot;ij ' ^* cos9)iGOS9)«^i ' 



SO ergiebt sich 



* C08 qp<cosqpi+i cotx COS^^j ox»+i 

l/.^"^^^ = ,- 5 [— sinVcosysino?, 

+sin^/cosv^siny,4.i+cos;fc08V^cosy<(— sinyiCOsy,.+.i+cos;fcosy<siny<^i)], 

-2 

W^^^ = ; ä {cosv^sina^i.i 

smvcos;jjcos'yiC08g)i+i ' ^ ^ 

+co3/(— siu'^V^sin^i— cosv^siny.cos^iCOsyji^,)— cos^;fcosv^sin^yjSiny<^l}• 
Setzt man hier 

cos t// — cos cpt cos cp.+i 

cosy = —. ^ ^^-^1 

^ 8my,sinqpi+i ' 
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SO ergiebt sich augenblicklich 

m+i) — g* coBq>i —cost pcosq>i+i 

* cos;UC08'y» 8inV;sinqp,+i 

Sollen also in dem sphärischen Dreiecke mit den Seiten rp, y„ y,+i diesen 
die Winkfei Xf ^.^ Vi-^i gegenüberliegen, so wird unsere Grleichung (7*.): 

(7*0 U[''^+ m^'^ = ^V- (cosi?,+cos^,) = 

oder 

(13.) ^, + ^, = ^. (. = 2. 3, ...,n-2) 

Also sind wirklich y^.! und (pt^i die letzten Seiten der beiden verschiedenen 
sphärischen Dreiecke, welche durch die Seiten (p^ und ip und den letzterer 
gegenüberliegenden Winkel x bestimmt werden. Jeder der Winkel y?, ist 
daher grösser als wenigstens einer der beiden Winkel y,«.i und y,^i. Sucht 
man den grössten Winkel unter den <pi heraus, es sei dies (p^^ so gilt Ablh 
System von Ungleichungen 

Vi < 9?2 < • • < SPib-i <<Pk> 9?*+i > (pk-^2 > • • • > (fn-V 

Eines der Zeichen zunächst ^^ kann in das Gleichheitszeichen über- 
gehen. Es sei (pk^ei^ = ±1) der grössere der beiden Winkel y?jt_i und 
(Pi^i. Bezeichnet man mit y' die zweite x anliegende Seite eines recht- 
winkligen Dreiecks, das durch die Hypotenuse cp^ und den Winkel / be- 
stimmt ist, so ist augenscheinlich 

(p' < (Pk^e < V*. 

Hieraus geht aber hervor, dass die drei Winkel des Dreiecks aus y^, tp, 
q>^^g sämmtlich spitz sind. Bei einem sphärischen Dreieck, dessen Seiten 

und Winkel sämmtlich kleiner als y ^^^^9 ^^^ ^^^^ ^^^ Grösse 

, _ sina __ sinfc __ sine 
sina sin/9 sin/ 

kleiner als Eins. Dieses Verhältnis ist für alle sphärischen Dreiecke mit 
den Seiten yj, y?<, ^i+i und den Winkeln /, ti, Vhi offenbar der gleiche 
echte Bruch k. 

IIL 
Nunmehr ist alles vorbereitet, um von dem bekannten Zusammen- 
hang zwischen der sphärischen Trigonometrie und der Theorie der ellip- 

27* 



.1 
■ I , 

1 



.'i :". 

; I 

I I 1 

I 

• . 1 

J.il 



;!-' ! 

' !" ' ' ' 
■ I ■ 

' ' I . 

: ■■■ I- 

; r. ii: 

) .1 i 
< I i 



I ^ 






212 E. Kötter, Polyeder, die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfläche besiUen. 

tiftchen Functioneu Gebrauch zu machen. Man setze zu ihrer Einführung 



»^61—63=1, Ä' = e2— 63, e,+e2+e3 = 0, 

Die Grösse k sei kleiner als Eins, also cv reell und w' rein imaginär. Bei 
einem sphärischen Dreieck mit den Seiten a, 6, c und den Winkeln a, ß, 
y sei nun 

, _ sina _^ sin 6 _ sine 



Sin 



sina sin/? siny 

Alsdann giebt es ein Argument u innerhalb der Grenzen und 2cu^ für das 

in« = I03W = i-^jzj = 8inam(f/, *) = -^ C«)^ 

cos« = 1.3 W = y ^[§1^; = «osam(t/, *) = ^ (ii), 
sina = kla(M)^ 

cosa = 1,3(1^) = /^(^fl-f; = ^am(t/, Ä) = ^(«); 

zu /?, 6 bez. y, c gehören zwei andere Argumente v und ir, und es ist 
dann bekanntlich 

wo t gleich 1 oder 2 ist. Sind nun a, 6, c sämmtlich kleiner als y, und ia1 

folglich jede der Grössen ß+y^ y+«, «+/^ kleiner als tt, so hat mai 
bestimmter 

Bezeichnet man nun die Argumente, von denen die Paare gegenüber 
liegender StUcke /, ip; ti^ <Pi; ^i+i, ^i+i i" einem unserer »—2 Dreiecki 
abhängen, mit w, f?^, w,^.i, so hat man zunächst die Gleichungen 

' '1 ! (14.) f^ + tt. + l+«?i = 2CÜ. (i=l, 2,..., n-2 



Der Gleichungen (13.) wegen treten aber hinzu 

(15.) f'i + f>i = 2a>, (i = 2,3,..., n-^ 

endlich, da ^1 und ^;„_i mit / übereinstimmen, ist noch 

Durch Addition der i ersten Gleichungen (14.) erhält man bei Berück 
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sichtigung von (15.): 

oder speciell für « = »—2: 

nw = 2(o. 

Man hat daher allgemein 

/Hn\ 2iüß 2(n—i—l)ü} 

und gewinnt damit folgende Beschreibung des Polyeders: 

2(o 
GO^yj = coü(AiBiAi^i) = cos(i4iÄ2 A+O = ^23 -- 7 (<=i, 2, ..., «-2) 



(17.) 



2if i 

cosy,- = coQ^AiBiBj) = cos(i44Ä2ßi) = ^23 ? ^• = ^' ' "-^^ 

C08;Ci = COS(i4ißo-^.+i) = cos/ = fn (i = h 2, ..., «-2) 



Da stets 123(210—11) = I23W ist, so ist 

(18.) (pi = (fn^i, 

so dass also eine zweite B1B2 enthaltende Symmetrieebene auftritt, die bei 
geradem n (= 2m) die Ecke A„, enthält, bei ungeradem »(= 2iii+l) aber 
die Kante A„^A„,^i halbirt. Im Falle « = 2m ergeben sich die Grössen- 
beziehungen 

(18*.) 9^, < ^2 < • • • < y«-l < Vm > (Prn+X > ' ' ' > (pn-2 > (fn-U 

ferner ist 

<?« = «*« = ">, ^m = L = I , 

also stehen A„,A„,_^ und A„,A^^i bez. auf B^A,„^xB2 und B^A^^^B^ senk- 
recht*). Ist w = 2m+l, so hat man 

2iit 

es ist also das mittelste der sphärischen Dreiecke gleichschenklig, und es 
ergeben sich die Relationen 

(18'.) y?, < 9?2 < • • • < y«_l < Vm = <Pm^r^ > ^«+2 > ' ' ' > ^«-2 > ^«-1. 



*) Da die dreiseitige Doppelpyramide auf drei Arten als ein P^ aufgefasst werden 
kann, so folgt der bereits von Steiner ausgesprochene Satz, dass beim Ideal die von einer 
Spitze ausgehenden drei Kanten auf einander senkrecht stehen. Vergl. lieber Maximum 
und Minimum etc., Zweite Abhdlg., §§ 52 I, 53, 54. 
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Die noch fehlende Gleichung zur Bestimmung von k kann in jeder 
der beiden Arten 

(7-.) # = 0. 

(1.) ^F,(X~co8^a,) = 

dargestellt werden, wobei unter Fi die einzelnen Dreiecke, unter a, ihre 
Neigungen gegen die erste Symmetrieebene verstanden werden. Dass jede 
der beiden Gleichungen eine Folge der anderen ist, sobald <C & <; 1 ist, 
lässt sich indirect ersehen; jede von beiden ist die nothwendige, doch auch 
hinreichende Bedingung dafür, dass die erste Variation von F mit der von V 
verschwindet, während die Gesetze 

obwalten. Einen directen Beweis aus der Theorie der elliptischen Func- 
tionen habe ich nur für gerades n gefunden. 
Die Gleichung 

(7-.) 2.(2tgV'+|-^^^^-)+9.^|sin;:tg5P.tgy... = -f- = 
lautet nach Einsetzung des Werthes 

3 COt!^ 



(10.) q = - 



Ä cotx 



Hierbei verstehen wir unter 9),, und (p^ den Werth Null. Nach Einführung 
der elliptischen Functionen und Fortlassung des Factors ktgx erhält man 

ifü . 2iw^. 2(i+l)co " ^• 

^» n ^" n 

Nun ist bekanntlich 

^23(1?— ir) = ^23«^23tt? + Ä^^U3«^Cl3tt^ll3(«— «?)? 

und also für 

2ifti 2(1+1)« 

n ' n 

. ^_t .2101^1: 2(t+l)ft» 
/OAN t 2tai 2(1+1)01 ^' 11 ^^' n ^" ft 
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Die Einsetzung in (19.) ergiebt 



(21.) 



Weiter ist 



n— 1 

•=0 



. 2uo^^ 2(i + l)(o 
»»1 ^ fei 



" +s^J" 



n 



n 



n 



= 0. 



+ 



2I««!,,'' 



U»-f>) ^ U«+^) IJ.«-**!?.«!?,« 



und also 



1 



25,.^^.^ 



n 



. 2(i-l)a> ' . 2(t+l)a> „ ^ _ju.« ^m i»?? 



Mithin erhält man 



»— 1 

1=0 






1 1 ••-* 1 

\-— y — - 

2cci ^ 2 ifi 



^3 „ =•« 



n 



it 



I,. 



2t« 
n 



+ 



1 



2(t-l>. ' 2(t+l) 



CO 



I« 



2ai 
n 



1 — ^ 

2« ^.=1 j., ^__pta _2w ^, 2tw 



fi 



n 



n 



n-l 

= 2; 



^: 



2w 



38 



,=0 ^, .??!L-«t«*« _?!ii> 2tai 

§13 ,, 'f §18 ^ §08 „ 



Die Einsetzung in (21.) ergiebt 

2Ä'5?.^-3|J.^ 



!•— 1 



n 



n 






+ 3 



= 



oder, wenn man jedes Glied auf einen Nenner bringt und den Factor 
*^^3— ^ ablöst, 



(22.) 



«— 1 

2: 



2-31?, 



2iia 



i=u M .2w^_i>M .2ft»^tJ 2ici» 



= 0. 



Eine analoge Reihe von Umformungen kann man mit der Gleichung 
(1.) vornehmen. Da 
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F. = [A.B,A,,,] = [ABa,.,] = ^- . ^^- , 
F, = F.., = IB,A,B,] = [ß,^„,B,] =. j'tgv, 
• COS«, = rTVi T = rj R A \ = -^ 8ma?,siny, . 1 
ist, 80 lautet die Gleichung bei Fortlassung des Factors sini/' zunächst 
(23.) i; ^ (l ^ Jy^ sin^y sin^y.^ ) = o, 

Mit Hülfe von (20.) geht dies zunächst über in 

-->] «" n ^^« 2« 2.« 2(«+l) a> _ 



n "* n 



Mit Benntznng von (21.) erhält man weiter 

^,20. _'-_n^ ^" « ^ ^ 2(H:1).[ ^ 



2(o 



(25.) 2'|^„-'''^- ••,--fa^f.^> = 0. 



n ^' n 



Aus 



^.(«+.)+i.(«-«) = rJij7«fc 



folgert mau 

V;: 2w^^ 2(i+l > _ 2cc; , ly. 2tcc/. 2Ct-l> , . 2Ct+l)cci\ 



V 2cü ^3 2iw 



2W . »-1 ''" W '•^ Fl 



~ ^" « +.•?. , .... 2w .. 2ia, 






t 2cci 2iw 

•-■" -I Uta 2w j.., 2tco 

08 ^ ^0» ^ 
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Setzt man dies in (25.) ein, so entsteht: 

2iü} 



(26.) W 



»38 



n 



3(1-*') 



i=0 



2w .. 2t 



1-*'^;,^^;, 



::ta; 



w ' " • w 

Benutzt man nun die Formeln 



3i;,— -2Ä'ij,^ 



= 0. 



n 



n 



laj(co-«) = -^-^ , l»(o)-u) = -^ , 



80 wird (26.) die Formen annehmen 

1 



n— I 

1=11 



„ (w-20a, ^.t, 2w ^, (w-20a> 2w^_2jt'|> ^ 



n-1 
1=0 


' 


1 


t> 2a, 


j.« 2a» „ (n-20w 



3|J.^-2i'|?.2- 



11 



fl 



(27.) 






n-1 

•=** *« _?^_jt«<fc2 Jini« 

»a» - »IS .. »•! 



«t« '^^ tJ (w— 2i)w 



= 0. 



n 



II 



n 



Setzen wir für ungerades »[= 2m +1] 

fi-2f = 2r+l 
und bedenken, dass 

^a(2«, + «) = |^«, |.^i2r±i)a^^^,^_(2(«+^ 



CO 



n 



ist, SO wird (27.) 



(28.) 



2_3£:. i^r+Di. 
*•* n 



n-l 

y 

»^^ ^» ^_Jt«ta 2w .j (2r+l)co 



= 0. 



n 



n 



n 



= 0, 



= 0, 



Addiren wir dies zu (22.), so erhalten wir die nur fttr ungerades n geltende 
Gleichung 



t(0 



(29.) 



Für gerades n (= 2m) ist 
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2n-l 


^- 


^S03 „ 






k^^u ^^" 1:3 '" 


») ist 








19 


-2i = 2r, 



= 0. 



28 
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und (27.) erhält d?e Form 

2; - = y - = 

ist also für gerades n in (22.) ttbergeführt. 

Man bemerke nun, dass unter Benutzung der Gleichung 

^'^~n **^ n ' 

falls i>Y ^^*' ^^^ ungeradem n die linke Seite von (29.), bei geradem n 
die von (22.) in eine Anzahl Terme von der Form 

S(«) = öt: ö^-^. r- + 



zerfällt, wobei ti zwischen Null und -^ liegt. Nennt man die unzweifel- 
haft positiven Nenner der beiden Summanden N^ und iVg, so ist 

+6*'a^p.(f+«)if.(|-.)|- 

Unter Benutzung der Relation 

erhält man mithin 

Z(«) = 



(30.) 



Z(«) = l-2Ä'-h&'§7 ^"^ 



n 



2ai 



+ &^liU-|^+ti)$^3(x-^)(3-2&^+(5*-6)^^«-^^ 



Hiernach erhalten wir 

(3P.) Z(|) = 1-2A^+&^|53^ 
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und, unter Benutzung der Formeln 

J.2 w 1 — k' ,9?^ w 1—k' 



bu3 



2 " k' ' '^^•'^ 2 "" 1+*' • 

2CÜ . 1 — A'' /r» r»! > . ^- t9 rts >-> 2(0 



Z(0) = 1_2äHä'I?b^+|:=p(3-2&'+(5&'-6).^',3^), 
(3r.) Z(0) = ^(2*^-l)^j_^^_^,^^^^^>j 

Hieraas kann man nnn folgern, dass 

(32.) i < *' < f 

ist, sobald man das Tetraeder von der Betrachtung ausschliesst, also n >> 3 
nimmt. Da nämlich 

du '^'« 



(|-+«)^.«(|— «)| = -I.3(2«)jl-*'l?.3(f +«)^^(|— «)| 



ist, so nimmt fü3(-^+«*)^u3(-|^"-**) fortwährend ab, wenn u von Null bis 
-^ wächst. Deshalb liegt Z(u) zwischen Z(0) und 2(-|^), und es kann 

die Gleichung (22.) bezw. (29.) nicht stattfinden, wenn Z(0) und z(-|^) 
gleiches Vorzeichen haben. Sie sind aber beide positiv, sobald 

ist, und beide sind negativ, sobald 

*'<i, *'>!; «^4 

ist, alsdann ist nämlich 

Z(-f )^ l-2&^+&^IS3-f = 1-2ÄH1-Ä' = &'(2&'-l)<0. 

Unsere späteren Entwickelungen werden zeigen, dass im Gebiete 
der Pj und Pq^ wie selbstverständlich im Gebiete der P^ und P4, die noth- 
wendigen Bedingungen je ein Polyeder unzweideutig charakterisiren. All- 
gemein dürfte ein solcher Nachweis schwer zu fuhren sein. Als ein ge- 
wisser Ersatz kann der Satz gelten, dass, falls die Gleichung (22.) mehr 
als eine Wurzel besitzt, die kleinste unter ihnen das gesuchte Polyeder 
charakterisirt. Offenbar muss nämlich bei demselben auch die Grösse 



f/= W = 



f * 9sinV ^S» cos<^,cos<]p,+i ^ 



V 8in';r 



H — i 



28* 
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möglichst klein werden. Bei den Polyedern, unter denen allein wir zu 
wählen haben, gilt aber die Gleichung (19.), sodass für sie 

jj_ 81 sip'/cosV ^-^ 1 _ 81 '^' n ^" n ^-^ 1 



4 sinvcos'jij ,=i co8(]^,cos<3P,4.i 4 ,^, 2cci ,=0 ^ 2tw ^ 2(t-hl)w 

ißt. Die Gleichung (24.) führt, da ^u3(— ^) und Siq\^^) verschwinden, auf 
die Umformung 

_ 243 ^'» n ^" II *-^ *•» » ^°» n 



,^ 2ft» ,. 2ti> ^ 2<i> 

r _ 243 ^""V "-'' ^""IT -»"^ ., ^iw « 2(t+l)ft» 

4 „ ^ ,^: ^ _2tw ■ . 2 (t+l)(J '*'" n *'» n 

Sind nun « und ß Unveränderliche, welche den Ungleichungen 
genügen, so werden wir sofort zeigen, dass die Functionen 

fortwährend zunehmen, wenn k von bis 1 zunimmt. Dies vorausgesetzt, 
wird auch U fortwährend wachsen, mithin das kleinste U die kleinste 
Wurzel der Gleichung (22.) bestimmen. 

Um die erwähnten Hülfssätze zu zeigen, gehen wir von dem Aus- 
druck des Differentials d!o^{u^ co, co') von a;^(fi, co, co') aus, wenn diese 
Grösse als Function von co und co' betrachtet wü:d. Dasselbe lautet, wie 
Herr Weierstrass gezeigt hat*), folgendermassen 

2d'ax = ''2uo[udi-'(oiu+(;^g2U^+ex)oxu)d2^ (a=i, 2,3) 

dl und di sind aus den Gleichungen 

d(ei— 62) = -2(ei— e2)(rfi-63rf2); die^—e^) = —2(ei—e^){d^-e2d2) 
zu entnehmen, so dass in unserem speciellen Fall 

kdk = (\-k^){d,-e,d,)\ = d^-e^d^, 



*) Yergl. die Abhandlung: Zur Theorie der elliptischen Functionen; Sitzungsberichte 
der Königl. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Sitzung vom 27. April 1872. 
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idt Femer ist bei uns auch u oder aco eine Function von k und mithin 

doxu = a[uMdü)+d'oj^u, 
Auch i/co ist in di und 1/2 linear und homogen: 

ad(o = aa)di + arid2 = udi+aridz. 

Demzufolge ist 
Hieraus folgt 

Wir benutzen die bekannten Relationen 

(J3M au " 

und erhalten augenblicklich 

(34.) rfl.« = -*^l«3«l,3«[^ -C^-«'?)]'^- 

Weiter folgt aus dem Additionstheorem von — , wenn man die Argumente 
w und --u(=^ — acü) einsetzt und 1— a mit a^ ol^ü) mit iii bezeichnet, 

Demnach erhalten wir definitiv 

(36.) %!1 = -j4^|^ti|^3«(a,^-^). 

Lässt man a^ das Intervall von bis 1 durchlaufen, was völlig hin- 
reicht, so geht der letzte Factor rechter Hand von —00 bis 0, da die 

anderen Factoren aber positiv sind, so ist ^'^ negativ, und ^23 (<^^) nimmt 

fortwährend ab, wenn k das Intervall von bis 1 durchläuft. 
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Wollen wir Ir^^i für Werthe von ß untersuchen, die zwischen a 

und 2— a liegen, so genügt es, 

0<a</?<l 
zu nehmen, da 

ist. Mit Hülfe von (36.) ergiebt sich nun, wenn 

ßu) = r, (1— /3)cü = ß^o) = Vi 
ist, 



^ (^23« 



Nach (35.) geht dies weiter über in 



(37.) 



dJs 






die Grösse — ■ — ß^ri nimmt nun von bis c» hin fortwährend zu, wenn 

/?(= 1 — /3j) von bis 1 wächst, während dann ßt} fortwährend 

abnimmt. Nachdem daher der letzte Factor rechts für /? = a verschwunden 
ist, ist er für !>/?>>« sicher positiv, die anderen Factoren rechter Hand 

sind gewiss positiv, und folglich nimmt t !T\ ™^* * fortwährend zu, 

wenn a zwischen und 1, ß zwischen a und 2— a liegt. 
Schliesslich erhalten wir mit Hülfe der Formel 

aus (34.): 



(/^ 



au 



Aus dem Additionstheorem von — folgern wir ferner bei Einsetzung der 



au 



Argumente a)+(o' und —u(= — aw): 
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a{w +uj ' au ^ «,—$»«* 

oder ' 

woraus die Formel hervorgeht 

(38.) i|«=^;d^^«.[£V±l.i_(,.+..,)]. 

Es genügt, a zwischen und 1 zu nehmen. Alsdann könnte nur der 
letzte Factor der rechten Seite negativ sein. Derselbe verschwindet aber 
für (Xi =s und «1 = 1 und hat zur Ableitung nach a^ eine Function, 
— [a)^(a)'+fii)+i;], die fortwährend abnimmt, wenn «i von bis 1 
wächst, also nur einmal vom Positiven zum Negativen Übergeht Daraus 
folgt, dass auch der letzte Factor positiv ist und ^laicto)) beständig zunimmt, 
wenn man k von bis 1 wachsen lässt. 

Das nunmehr genau charakterisirte Ideal wird ein eigentliches 
Polyeder, wenn der Kantenwinkel [^1^2] kleiner als 27i ist, also falls 

(«--2)am(-^, k) = (»— 2) aresin lyj—^ < 2n 

ist. Nach dem Obigen (32.) erhalten wir für den gesuchten Winkel die 
beiden Grenzen (» > 3) 

(ii-2)am(^"'-, }/i)<[ß.ßJ<(«-2)am(-^^, V^f). 

Man zeigt nun leicht, dass bei wachsendem n und festem k die Grösse 
(»— 2)am — fortwährend zunimmt und der Grenze 2(o zustrebt. Dies vor- 
ausgesetzt, ist also 

Hierauf beruht es, dass unser streng nachgewiesenes Ideal dem Gebiet 
der eigentlichen P„ angehört, denn es ist bekanntlich 

Ist ferner »2 bezw. n^ die kleinste bezw. grösste ganze Zahl, für welche 
(^,-2)am(^, >/l)>7i, (;i,-2)am(-2^, V$)<7i 

3 1 

ist, so wird das Polyeder sicher allseitig convex sein, falls 
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ist, sicher concav längs BiBi^ falls 

ist. In dem Intervall 

bleibt der Charakter des Polyeders unentschieden. Eine kurze Rechnung 
liefert das Ergebniss 

«,= 14, fii = 8*). 

Fassen wir die Ergebnisse unserer Untersuchung zusammen, so erhalten 
wir genau den in der Einleitung gegebenen Satz. Nachdem k als der 
kleinste Werth fixirt ist, welcher der Gleichung (22.) genügt, ist das Ideal 
durch das Gleichungssystem (17.) unzweideutig bestimmt. Die geometrischen 
Eigenschaften sind in (11.), (12.), (13.) und (18.), (18\), (18^) erwiesen. 
Unsere Schlussbemerkungen ziehen endlich aus (32.) das Resultat, dass 
unser Ideal ein eigentliches, an allen Kanten ausser 8^82 convexes Polyeder 
ist, längs B1B2 aber sicher convex für «^8, sicher concav für ii> 14 
ist. Da dem Continuum des Lehrsatzes (3.) alle Polyeder P^ von gleichem 
Volumen, angehören, die höchstens längs B1B2 concav sind, so ist der in 
der Einleitung ausgesprochene Satz vollständig bewiesen. Einfache Be- 
trachtungen, denen ähnlich, die auf den Lehrsatz 3.) führen, würden zeigen, 
dass ein auch ausserhalb £1^2 concaves P» ebenfalls kleinere Oberfläche 
besitzt als das Ideal, wenn es dasselbe Volumen hat. 

IV. 

An der Hand der erwiesenen Eigenschaften wollen wir nun das 
Ideal der Gattungen P5 und Pe auf algebraischem Wege fixiren. Indem 

man benutzt, dass ^23—— eine algebraische Function von ft ist, könnte man 

dieses Ziel durch Umformung der Gleichung (22.) erreichen. Einfacher ge- 
langt man aber folgendermassen zum Ziel. Ein P5 ist vollständig bestimmt, 



*) Unter Benutzung des § 45 der Formeln und Lehrsätze zur Anwendung der 
elliptischen Functionen, herausgegeben von Herrn H. A. Schwarz, Göttingen 1883, er- 
hält man 

12.am(^, vT) = 181" 4'; 6.am(-|^, Vf) = 179'2'. 
Auf dieses Work vera'eisen wir auch hiusicbtlich der oben angewendeten Formeln. 
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wenn die Winkel 

V^ = Vi = Vi = V^2 = V'3 = (f* tind (p2 = ^3 
bekannt sind. Man gewinnt eine Gleichung für diese beiden Grössen, 
wenn man die Gleichheit von Xi ^^^ X2 ausdrückt, eine zweite, wenn man 
die Gleichung (23.) auf unseren speciellen Fall anwendet. Nun ist 

/oo \ cos U; — cos t// cos CT. COSt//— COSflpJ 

(39.) — —. r^ — -^ = cos/i = CO8/2 = ^—2 — ^^ • 

^ ^ sinv/smcjr'j ^ sin «jFj 

Wenn wir quadriren und 

X = COSVS y = C08(/)2 

setzen, kommt 
oder 

Nun ist, (18\), 

SPi < 9^2 = V3 > ^4; cos^i = x > y = CO85P2, 
folglich erhält man nach Fortlassung des Factors y—x einfacher 

(40.) 2y''x^''y^-fx''yx^-x^+2yx = 0. 

Die gewonnene Gleichung könnte ausser (39.) auch die Folge 

COS/i = -COS/2 

haben. Dies ist ausgeschlossen, falls 

l>x>y 
ist, wie es in unserem Fall sein muss. Die Gleichung (23.) lautete 

1 /, sin';|j • 2 • 2 ^ A 

wenn man im iten Gliede, (i = 1, 2, . . ., «—2), 

. 2 _ sinViSin*<if,>i— (cosU/— cosrjr,cos(3P,-4.i)' 

sin y ~~" I i ' i 

^ sin <f <sm 7-,+i 

setzt, und bedenkt, dass 9)0 ^^^ % verschwinden, so ergiebt sich in 
unserem Falle: 

^ 1— 2cosV— cosVa + 2co8Vcos<jp, 1— 2cosVa — cosV+2cosv/cos'y , 

cos 1/^ cos ff ^ COS^CjPg 

3 ^cosvcosqpj cosi^ cosVa '^ 

Mit Einfahrung von x und j^ bekommt man nach gehöriger Zusammen- 
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Ziehung 

Subtrahirt man die mit 5 multiplicirte Gleichung (40.), so entsteht 

(41.) 2y'+2y'x+4:x'-y'-10xy+2y+x = 0. 

Es handelt sieh um solche Lösungen von (40.) und (41.), bei denen x und 
y mit Ausschluss der Grenzen zwischen und 1 liegen und ausserdem 
x^y ist. Die Werthepaare a: = , y = und ar = 1 , y = 1 , die sich 
ergeben, sind also auszuschliessen ; jedes dieser Werthepaare zählt doppelt, 
weil für sie die linke Seite von (40.) mit ihren beiden Ableitungen ver- 
schwindet. Eines der acht übrigen gemeinschaftlichen Werthepaare bestimmt 
unser Ideal. 

Setzen wir nun 

X = ty, 

so werden (40.) und (41.) nach Abscheidung von y^ und y 

(42.) 2tY--(e+P+t+l)y+2t = 0, 

(43.) 2(2t'+t+l)y'-(10t+l)y + t+2 = 0. 

Die Elimination von y nach der bekannten Regel liefert die Gleichung 
zehnten Grades 

[f2(10<+l)-(2/^+/+l)(/^+/^-+/+l)][(<'+<H/+l)(<+2)-2<(10<+l)] 

= 2[t\t+2)-2t(2t'+t+l)]\ 

von der 1 eine Doppelwurzel sein muss. Man erhält zuerst 

2r-^8<'+7f-45/'-60<*^+146/'-18/*~42/^-o/-+5/+2 = 

und, nachdem der Factor (t—Vf abgelöst ist, 

(44.) 2/«+12/'+29/^-}-<^-87/*-29/'+ll<'+9/+2 = *(/) = 0. 

Nun ist ^(/) für sehr grosse und sehr kleine Werthe von t positiv, flir den 
Werth 1 aber negativ, gleich —50. Andererseits begegnen wir in der 
Reihe der Coefficieuten nur an zwei Stellen Zeichenwechseln, so dass (44.) 
genau zwei positive Wurzeln besitzt. Eine von ihnen, /,, liegt oberhalb 
1. Setzen wir diesen Werth in (42.) und (43.) ein und berechnen den 
zugehörigen Werth von y, y^ aus ihnen, so ist für das Ideal, dessen Existenz 
unzweideutig feststeht, 

cosy> = ^1, cosi/' ==y\t\' 
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Ausserdem sehen wir, dass kein anderes Polyeder P^ allen noth wendigen 
Bedingungen genügt. Ans unseren allgemeinen Bemerkungen wissen wir, 
dass das Ideal allseitig convex ist. Diese Thatsache lässt sich aber auch 
algebraisch leicht nachweisen. Ist der Körper convex, also 



n ^ 1 

-3, co8/>2 



so erhält man aus 



cosi// = cos^a+sin^^acos/ 



die Beziehung 



cosy/ > cos^y2+isin^y2i 

Entnimmt man y] und Xi^yJi aus (42.) und (43.), so folgt nach kurzer 
Zwischenrechnung, dass im Falle allseitiger Convexität für die oberhalb 
1 liegende Wurzel /, von (44.) 

ist. Der Nenner ist unzweifelhaft positiv, aus dem Zähler scheidet der 
positive Factor /J— ^ aus, und die Bedingung wird mithin einfacher 

4«J-8«?+/J~14<i-3<0. 

Dies ist sicher erfüllt, denn es ist, wie leicht zu ersehen*), 

2 > /i > 1, 4fJ-8/J < 0, /J- 14/1-3 < 0. 

Für das ideale Pq oder |ßi, i?2; -4i, -^2, -^3, ^4, As\ führen wir als 
Veränderliche die beiden Winkel 

V^ = 9>1 = V'l = V^2 = V^3 = V^4 = (Pg\ (p2 = (P* 

ein; da 

^3 = t3 = -9- ' ^^^V^ = cosy2.co8V' 



*) Genauer hat man 
f, = 1,396 816, v; = 35°40'53,3", <^, = 54^26' 33,6", ;r = 44^4' 44,6". 

Für das später zu behandelnde P^ ist 

y^ = cos^, = 0,660442, y, = 48'39'59,0", tp = 29°3r48,4", x = 37n'52,l". 

29» 
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ist, 80 haben wir durch ihre Angabe P^ völlig festgelegt. Wir erhalten 
zuerst die Gleichung 

. . ^ = COS/i = cos/ = COS/2 = — -' r^ — -^ 

oder, wenn quadrirt und der Factor cos^V' abgesondert wird, 

(45.) 2yW = ^'(l+2j,). 

Hierbei ist wieder 

(18'.) y = cos^ai a? = cosV', 0<<y<Ca?<Il. 

Die Gleichung (23.) wird für unseren Specialfall 



sinV ^ costpcosqPj cosqPjCOsg), i ~" 3 (cosv cosqpcosqp, cosqPjCOsy, P 



setzen wir 

sint// sint/; 

Sin/ = 



so folgt nach einigen Zwischenformen die Gleichung: 

(46.) a:X4y*+4y^-2y^-3y)-(3y^+4y'-2y-2) = 0. 
Eliminirt man x^ aus (45.) und (46.), so bekommt man 

(4j/*+4^^-2y^-3y)(yH2y)~(3y^+4y^-2y-2)(2y+l) = 

oder 

4y^+12j/^-18y^~6y^+6j/+2 = 
oder endlich 

2(»-l)(»+l)X2»^+4y^-2y-l) = 0. 

Das streng nachgewiesene Ideal gehört zu einem y zwischen den Grenzen 
und 1. Dasselbe ist also mit der einzigen positiven Wurzel y^ der 
Gleichung 

(47.) 2y^+4y^-2j/-l = 

identisch, deren zugehöriger Werth x^ dann aus (45.) entspringt Man 
sieht, dass auch hier nur das eine Ideal allen nothwendigen Bedingungen 
genügt. 
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Um auch algebraisch festzustellen, dass das Polyeder allseitig convex 
ist, benutzen wir die Gleichung 

tg/ = -'^- 

Das Polyeder ist also allseitig convex, wenn 

ist. Wegen (45.) wird diese Bedingung: 

(l+2yO-(2!/i+yO(2-»D<0, 
(y?-l)(yi+2y.-l)<0. 

Da ffi zwischen den Grenzen | und 1 liegt, so ist diese Bedingung 
sicher erfüllt. 
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Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre 
Anwendung zur Erzeugung der algebraischen ebenen 

Curven. 

(Von Herrn Robert Schumacher in Augsburg.) 



Uer Zweck dieser Abbandlung ist, eine geometrische Methode dar- 
zulegen, welche in ihrem Grunde frei von Sätzen, die nur rechnerisch 
erwiesen sind, alle der Geometrie der Lage zugehörigen Fragen zu behandeln 
im Stande wäre. 

Nachdem die Arbeit bei diesem Journale eingereicht war, ist die von 
der Berliner Akademie im Jahre 1886 preisgekrönte Schrift*) von Herrn 
Kotier: „Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen 
ebenen Curven" im Drucke erschienen. Dieselbe giebt zum Zwecke einer 
geometrischen Curventheorie im Grunde die nämliche Methode wie die, welche 
hier dargelegt werden soll, jedoch in anderer Entwickelung. Herr Kotier 
geht nämlich von der Repräsentation der imaginären Elemente eines ein- 
förmigen Gebildes durch die Punkte einer Ebene aus und erzeugt die Invo- 
lutionen durch Reihen von projecti vischen Beziehungen. Die Involutionen 
vereinigen sich zu Systemen, „Involutionsnetzen". Durch „projecti vische" 
Beziehung einstufiger Netze von Involutionen werden die Involutionen 
höheren Ranges abgeleitet, welche analytisch durch algebraische Gleichungen 
der Form /"(x, y) = mit dem Parameter y dargestellt werden. 

In der vorliegenden Abhandlung bilden die Elemente der Methode 
Regeln, durch welche zu irgend n—1 Punkten einer Geraden ein »ter Punkt 
bestimmt wird. Diese Regeln werden durch (n— l)-dimensionale Reihen 
von Gruppen aus n Punkten (von denen auch beliebig viele zusammenfallen 

*) Abhaudl. der Kgl. Akademie der Wissensch. zu Berlin vom Jahre 1887. Diese 
Abhandlung geht in der Anwendung der hier vorgeführten Methode viel weiter, als die 
vorliegende. Dem Verfasser war bis nach Einreichung seiner Arbeit die Stellung der 
betreifenden Preisfrage unbekannt gewesen. 
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gewisser Beziehung zu einander stehenden «-Punktesysteme mit demselben 
Träger. 

Die Normcurven*) wter Ordnung im n-dimensionalen Räume haben 
die Eigenschaft, dass sie zur Bestimmung der Lage der Gebilde des Raumes 
dienen können. Irgend n Punkte der Curve bestimmen einen (»— l)-dimen- 
sionalen Raum eindeutig, und umgekehrt bestimmt ein solcher Raum in der 
analytischen Ausdrucksweise n Punkte der Curve. Das zur Normcurve 
reciproke Gebilde, „der Normbüschel", dient zur Lagenbestimmung der Punkte 
im n-dimensionalen Räume. Während in diesem Räume alle Normbttschel 
gleichberechtigt erscheinen, ist im «-Punktesystem unter den Büscheln von 
Reihen, welche diesen Normbüscheln entsprechen, einer ausgezeichnet, 
nämlich der der singulären Reihen. Dieser Umstand fordert dazu auf, die 
Betrachtung des w-Punketsystems an diesen Büschel zu heften. — Durch 
Beziehungen von «-Punktesystemen, welche der coUinearen oder reciproken 
Verwandtschaft räumlicher Systeme («ter Stufe) entsprechen, wird die Unter- 
suchung der Aggregate des «-Punktesystems, welche den Normbüschelu 
bezw. Normcurven analog sind, auf die Untersuchung des Büschels der 
singulären Reihen geführt. Es gestaltet sich, wie sich zeigen wird, diese 
Untersuchung sehr einfach, indem die Eigenschaften dieses Büschels schon an 
der passend gewählten Bezeichnung abgelesen werden können. Die den 
Normcurven entsprechenden Gruppenaggregate sind die Involutionen höheren 
Ranges; sie heissen in dieser Abhandlung „Ketten"**). Unter den Ketten 
wird eine Art besonders hervorgehoben werden, die „Normalketten", welche 
hier die Rolle der Gleichung «ten Grades mit zwei Unbekannten (wovon 
eine einen Parameter darstellt) spielt. Soweit die Skizzirung der auge- 
kündigten Methode. 

Um die Brauchbarkeit der Methode darzuthun, wird versucht, eine 
synthetische Definition der algebraischen ebenen Curven abzuleiten. Dieselbe 
ist analog der in der analytischen Geometrie gegebenen Bestimmung der 
algebraischen Curve mittelst einer Beziehung zwischen den Coordinaten 
ihrer Punkte; zu jeder Geraden eines Systems von Geraden durch einen 



*) Es sind dies rationale Curven «ter Ordnung, die keinem Räume von n — 1 
Dimensioneu angehören. S. Franz Meyer „Apolarität und rationale Curven". 

•*) Es war nicht mehr möglich, an Stelle dieser Bezeichnung, welcher in der syn- 
thetischen Geometrie schon ein anderer Sinn zukommt, eine andere zu setzen. lu der 
Kötterschen »Schril't ist die Bezeichnung „Kette" im geläufigen Sinne genommen. 
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Punkt (unendlich fernen) wird durch rechnerische Operationen eine Anzahl 
von Geraden eines anderen solchen Systemes zugeordnet. — Die fundamen- 
talen Eigenschaften der Curven sollen hier mittelst der neuen Methode 
soweit bewiesen werden, als es nöthig ist, um die Deckung des hier 
gegebenen Begriffs der Curve «ter Ordnung mit dem von der analytischen 
Geometrie gegebenen darzuthun. 

Bei der Verschiedenheit in der Auffassung und Herleitung der Methode 
glaubt der Verfasser, dass diese Schrift auch nach Erscheinen der Kotier- 
sehen noch von Interesse sei. 

Nach dem Plane der Abhandlung wird zuerst das Dreipunktesystem 
aus dem Zweipunktesystem abgeleitet; dann wird der Weg angegeben, wie 
aus einem beliebigen Punktsystem das nächst höhere herzuleiten sei. Hierauf 
folgt die Untersuchung der Reihen verschiedener Stufe und der Aggregate, 
welche dem Normbüschel und der Normcurve entsprechen, es sind dies 
„Band" und „Kette"; besonders betrachtet wird die Kette der Gruppen, 
welche nur aus einem Punkte bestehend flir vollzählig gelten. Soweit 
die Entwickelung der Methode. Nach der Abhandlung der Punktcorrespon- 
denzen und der Normalkette folgt die Anwendung der Methode zur Erzeu- 
gung der algebraischen Curven. Die Erzeugung geschieht mittelst einer Be- 
ziehung zweier Strahlenbtlschel. Es wird für den Kegelschnitt und die Curve 
dritten Grades gesondert bewiesen, dass zwei beliebige Punkte der Ebene 
an Stelle der Centra dieser Büschel treten können. Hieran schliesst sich 
der Beweis des allgemeinen Falles. Auf die Definition von Curvenbüschel 
und Curvenbündel folgt der Satz über die Mannigfaltigkeit der hier definirten 
Curve nten Grades, welcher die Deckung des Begriffs derselben mit dem 
in der analytischen Geometrie gegebenen erweist. 

Zusammenstellung der wichtigsten im Folgenden angewandten Bezeichnungen. 

S" = II - Punktesystem. 

^fi,n-i bedeutet die allgemeine (« — l)-dimensionale Reihe des n- 

Punktesystems, 
ß«,H-i ein einzelnes Individuum, 
<n-i die singulare Reihe, deren Gruppen den Punkt 1^% das Haupt 

der Reihe, gemein haben. 
ß^^x bezeichnet ein Bündel ^ter Stufe von Reihen r^„_i und 
B^x ein einzelnes Individuum. 
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r„i sei die allgemeine Grappenreihe iter Stufe, R^^ eine einzelne 

Reihe, 
<'l^- eine singulare Reihe, deren Gruppen die Punkte P% P^, P^,... 

gemein haben und 
S^'fr-- ein einzelnes Individuum. 



Das Dreipunktesystem. 

§1. 

Die Gruppen von je zwei Punkten auf einer Geraden bilden eine 
Mannigfaltigkeit von der zweiten Dimension. Wie die Punkte einer Ebene 
sich zu Geraden verbinden, so vereinigen sich die Gruppen von zwei 
Punkten zu linearen Reihen r-n — Involutionen zweiten Grades*). 

Durch die Tangenten eines Kegelschnitts k, welcher eine Gerade G 
berührt, werden die Punkte der Ebene E von k den Gruppen von zwei 
Punkten auf G eindeutig zugeordnet. Einem Punkte von E gehört die 
Gruppe der Schnittpunkte der durch ihn gehenden Tangenten mit G zu; 
einem Paar von Punkten auf G entspricht der Schnittpunkt ihrer Tangenten an 
k (ausserhalb G). Den Punkten einer Geraden entsprechen die Punktepaare 
einer Involution. Dem Büschel von Geraden durch einen Punkt entspricht 
ein „echter" oder „unechter'' Büschel erster Ordnung von Involutionen**), 
je nachdem der Punkt ausserhalb oder innerhalb von k liegt. — Einer 
Tangente entspricht eine singulare Reihe «2,, deren Gruppen einen Punkt 
P" gemein haben; P*' heisse das Haupt von «i'i. 

Die Gesammtheit der Reihen r>i bildet das Zweipunktesystem S* von 
G. Die Tai verhalten sich unter einander wie die Geraden einer Ebene. 
Durch zwei Gruppen ist eine r.21 bestimmt. Zwei rji haben eine oder keine 
Gruppe mit einander gemein. Eine s^i hat mit jeder Vn eine Gruppe gemein. 
Eine Reihe von Gruppen befindet sich zu einer anderen Reihe in einem 
projecti vischen oder perspecti vischen Verhältniss, wenn die ihnen in E ent- 



*) 0. Hesse „Ein Uebertragungsprincip". Dieses Journal Bd. 66. 
**) Die Vereinigung der Involutionen zu Büscheln ist von ^ler Wahl des Kegel- 
schnittes k unabhängig, wie leicht ersichtlich ist, wenn man zwei Tangenten an k mittelst 
des einem Büschel von Invohitionen entsprechenden Geradenbüschels perspectivisch auf 
einander bezieht. 
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sprechenden Puiiktreihen projectivisch oder perBpectivisch liegen. — Die 
Reihe der Gruppen aua je zwei zusammenfallenden Punkten heiase die 
Hauptreihe des Zweipunktesystems-, sie hat mit einer r^, hÖchsteoB zwei 
Gruppen gemein. 

In einer colHneai-en Verwandtschaft von S' zu dem Zweipunktesystem 
Sj einer anderen Geraden entspricht jeder r^ von S* eine Reihe ri, von 
S'i und jedem Büschel erster Ordnung von r-i, ein Büschel von r,]. Die 
coUineare Verwandtschaft ist durch die Zuordnung von vier Reihen r,, bezw. 
Gruppen von SJ bestimmt In einer reeiproken Verwandtschaft von S' zu 
S'i entspricht einer Gruppe von S^ eine Reihe H, von Si, und den Gruppen 
einer r^ entsprechen die rj, eines Büschels. Die Möglichkeit einer colli- 
nearen oder reeiproken Verwandtschaft geht aus obiger Beziehung von 
S' auf E hervor. 

§2. 

Die Punkte der Geraden G lassen sich zu dreien zu Gruppen von 
einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit vereinigen. 

Definition; 1) Eine Reihe von Gruppen zu drei Paukten, in welcher 
es immer eine und nur eine Gruppe giebt, die irgend zwei Punkte enthält, 
ist eine zweidimensionale Reihe, die im allgemeinen Falle mit r,, bezeichnet 
werde. Enthalten alle ihre Gruppen denselben Punkt P', so heisse P' daa 
Haupt der „singulären Reihe «J/'. 

2) In einer eindimensionalen Reihe ist zu jedem Punkte im All- 
gemeinen eine und nur eine Gruppe (oder „Missgruppe", je nachdem die- 
selbe aus drei Punkten oder nur einem besteht) gegeben, welche ihn ent- 
hält. Die allgemeine Bezeichnung für eine solche Reihe sei r^. Enthalten 
alle Grnppeu der Reihe denselben Punkt P', so heisse die singulare Reihe 
Sil mit dem Haupte P'. In der Reihe s"' haben alle Gruppen die Punkte 
P" und P' gemein. 

Nimmt man zu jeder Gruppe des Zweipunktesystems von G den 
Punkt P' hinzu, so erhält man nach der Definition eine singulare zwei- 
dimensionale Reihe sjj. Eine r,i geht hierbei in eine singulare Reihe 
«], über; r,i heisse die Grnndreihe von sji. Zwei Reihen n» und «f^ haben 
nur die Gruppen der singulären Reihe stf gemein; «jf hat zwei Grund- 
reihen 8^1 und 8^1, je nachdem sie als Reihe von sf^ oder stt anfgefasst 
wird. Drei Reihen «js, «fj und «J^ haben nur die Gruppe {P'P^P ) gemein. 

30» 
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Eine Reihe Syi hat mit «31 nar die Gruppe gemein, welche aus P^, P" und 
dem in der Grundreihe von sli zu P^ gehörigen Punkt besteht. 

Satz: Haben die Reihen Sl^, S\x und SJi jede mit der anderen eine 
verschiedene Gruppe gemein, so enthält irgend eine Reihe Sf,, welche mit 
Sil u^d S\i je eine Gruppe gemein hnt, auch eine Gruppe von S?i. 

Beweis. Die Reihe «32 enthalte von Sii die Gruppe 71' und von 
Sil die Gruppe 7^3. Durch den Büschel (/j) der Reihen «31, welche die 
Gruppe V^ gemein haben, ist jeder Gruppe von *yi die Gruppe von «y? zu- 
geordnet, welche mit ihr in derselben Reihe von (V{) enthalten ist; gleicher- 
weise werden durch den Büschel (/j) die Gruppen von «3'} den Gruppen 
von s^i eindeutig zugeordnet. Hierdurch ist jeder Gruppe von «y? eine Gruppe 
von sli zugewiesen. 

Die Grundreihen einer s^i befinden sich in einem projectivischen 
Verhältniss, wenn jeder Gruppe der einen Grundreihe diejenige der anderen 
zugeordnet wird, welche mit ihr zu derselben Gruppe von s"i gehört Hieraus 
folgt: Durch die Büschel (lY) und (F^) bezw. die Büschel ihrer Grundreihen 
sind die Grundreihen von ä^J, s^i und «?/ so projectivisch auf einander 
bezogen, dass diejenigen Gruppen einander entsprechen, welche zu einander 
zugewiesenen Gruppen von «yj, s'ii und äJ" gehören. Die gemeinschaftliche 
Gruppe der letzteren Reihen {F^P^P") ist in der Beziehung derselben 
auf einander sich selbst zugeordnet. Daher ist «21 , die Grundreihe von «y?, so 
auf «Ji, die Grundreihe von «]?, projectivisch bezogen, dass (PT^) sich selbst 
entspricht. Die Vereinigungsreihen r^ entsprechender Gruppen in dieser 
Beziehung bilden daher einen echten Büschel erster Ordnung; denn dem- 
selben gehört die Reihe «21 an, da s\*i entsprechende Gruppen von «y? und 
s\'i vereinigt. Hieraus folgt, indem man die r^i dieses Büschels mit F" ver- 
bindet, dass die Verbindungsreihen «Ji zugeordneter Gruppen von s^i und 
8\[ alle eine Gruppe F^ gemein haben, also einen Büschel (7?) bilden. 

Auf dieselbe Art erhält man zu irgend einer anderen Reihe sii einen 
Büschel (7'f), dessen Reihen Gruppen von sH und s\{ vereinigen, welche 
durch (73') und (73) einander zugeordnet sind. Die Gruppen von «yf sind 
den Gruppen von «y? und die von s\^ denen von s\i eindeutig zugeordnet, 
und hiermit ist jeder Reihe von (7 3") eine Reihe von (Ff) zugewiesen. 
(73^) und (Z'f) geben eine eindeutige Beziehung der Reihe «Jf auf sich 
selbst. Hierbei sind die Gruppen (P'P'^P''), {P^P^P') und (P'^P^P') sich 
selbst zugeordnet. In dem hierdurch gegebenen projectivischen Verhältniss 
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der Grundreihen s^ und «fi von s^f entsprechen also den Gruppen (J^P''\ 
{P^P% (P^P"") von «21 die Gruppen, welche mit diesen je in einer Gruppe 
von «Jf enthalten sind. Da nun durch drei Zuordnungen eine projectivische 
Beziehung bestimmt ist, so entspricht in der Beziehung von stf auf sich 
selbst jede Gruppe sich selbst, d. h. jede Reihe sii von (Z'f) hat mit der 
entsprechenden «?i von (F^) eine Gruppe gemein. Hiermit ist der an die 
Spitze gestellte Satz bewiesen. (Zwei entsprechende Reihen von (/?) bezw. 
(Fi) haben nämlich je eine Gruppe mit derselben Reihe von (/1"0 gemein.) 

§ 3. 

Die Gruppen aller Reihen s^i^ welche von zwei Reihen Sii und 
Sil nait gemeinschaftlicher Gruppe je eine Gruppe enthalten, bilden eine 
zweidimensionale Reihe rjj; an die Stelle von Sii und Sli können nach dem 
Vorigen irgend zwei andere Reihen s^i von rjj treten. In jeder Reihe s^2 ist 
eine solche s^i enthalten, da s^i mit S^i und Sli je eine Gruppe gemein 
hat. Jede «?/ enthält eine Gruppe von fja, nämlich die, welche den in 
^"2 und Ä32 enthaltenen zu r^i gehöi'igen Reihen <i und sli gemeinsam ist. 
Durch irgend zwei Punkte P"" und P^ ist daher eine und nur eine Gruppe 
von Vyi gegeben, welche sie enthält; dies ist die gemeinsame Gruppe von 
r32 und 8^f. Die Gesammtheit der zweidimensionalen Dreipunktereihen ry^ 
bildet das „Dreipunktesystem^ S^ der Geraden G. 

Ein Büschel von Reihen «31, welcher aus einem Büschel erster 
Ordnung von r-n hervorgeht, begründet mit einem analogen Büschel von 
Reihen sli einen Büschel ß^i von rjj. Aus § 2 folgt: Jede Sy^ hat mit dem 
Büschel /?3i einen Büschel von ^^1 gemein, der sich auf einen Büschel erster 
Ordnung von rji gründet. Die gemeinsamen Gruppen zweier ß^i angehörigen 
r32 bilden eine eindimensionale Dreipunktereihe rai, welche in jeder r32 des 
Büschels enthalten ist. Jeder Punkt P^ von G ist in einer und nur einer 
Gruppe von r^i enthalten; diese besteht aus drei Punkten oder nur einem, 
je nachdem ^^2 luit ß^^ einen Büschel b" von s^i gemein hat, der sich auf 
einen echten oder unechten Büschel von r^i gründet. — Man erkennt sofort: 
Eine r^^ ist durch zwei Gruppen bestimmt; zwei rai, welche eine Gruppe 
gemein haben, sind in einer r32 enthalten. (Um dies einzusehen, wählt man 
die Gruppe in der Reihe «32). 

Durch eine coUineare Beziehung des Zweipunktesystems S^ auf sich 
selbst, in welcher jeder Gruppe (PT^ (F» bedeute einen veränderlichen 
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Pankt^ TOD *,'i die Gruppe (P^P^) von «Ji zugeordnet wird, ist eine ,,eolli- 
Deare'- Verwandtschaft zwischen «J2 und «'32 hergestellt, d. h. jeder Reihe 
tj, ist eine Reihe «J, und jedem Büschel b[ von «^ ein Büschel 61 von 
r>; zugeordnet Entsprechende Reihen haben mit «3} dieselbe Gruppe gemein. 
Irgend zwei entsprechende Reihen geben daher Grund zu einer r^^^ Die 
Gesammtheit aller solcher r^^ bilden ein ,,Bündel ßy^'. — Durch drei r^ ist 
ein Bündel bestimmt: denn durch die Zuordnung ihrer in «^2 enthaltenen 
Reihen zu den in 8\t gehörigen ist eine coUineare Verwandtschaft, wie die 
beschriebene, bestimmt. Durch ein Bündel B32 und einen Büschel B^^ 
von Reihen r,^ ist eine r32 gegeben, welche beiden angehört. -B31 habe 
mit $it und $1^ die Büschel Bl resp. B\ von Reihen s^^ gemein. Entspricht 
in der Verwandtschaft von s^ zu «I27 welche B32 zu Grunde liegt, dem 
Büschel //,' der Büschel i?l, dann gehört die Reihe s\^^ welche Bl und 
H\ gemeinsam ist, der gesuchten r^2 ^n- — Da die einem Bündel ßyi zu 
Grunde liegende Verwandtschaft durch die Zuordnung einer «3*1 zu einer 
t;, und eines Büschels 61 zu einem Büschel b\ bestimmt ist, so ist /?32 durch 
eine ry^ und einen Büschel /?3i gegeben. Zwei Bündel ß^^ haben einen 
Büschel ßix gemein. (Dies folgt aus der Verbindung der zwei letzten Sätze). 
Hieraus: Drei Bündel ßyi haben eine r^2 gemein. — Ein Bündel ß^-i enthält 
eine oder drei singulare Reihen «32- Denn durch die coUineare Verwandt- 
schaft von ür'32 zu 4/? welche ßi2 zu Grunde liegt, und durch diejenige, in 
welcher zwei Reihen «31 und «Ji mit derselben Grundreihe einander zuge- 
ordnet sind, ist «32 collinear auf sich selbst bezogen. Jede sich* selbst 
zugeordnete Reihe ist, wie man leicht sieht, eine Reihe dl{. — Gehören zu 
dem 15Undel ßy^ drei Reihen «32, so haben alle r32 von ß^2 eine Gruppe 
gemein. Enthält ßyz nur die Reihe «32, so haben alle zu /?32 gehörigen 
Büschel /:f„ denselben Büschel 6? von sti gemein. 

Dtißnilion: 7jwei Bündel /?32 sind collinear resp. reciprok verwandt, 
wenn die beiden Systeme von Reihen s^^ welche ihre Reihen rjj mit 
Mu gemein haben, collinear resp. reciprok verwandt sind; zwei coUineare 
Bündel ßy^ bestimmen in jeder «32 zwei coUineare Systeme von s^i. (Dies 
folgt leicht aus dem Bisherigen). 

Zwei Bündel ßyi^ die einander so zugeordnet sind, dass je zwei Reihen 
r32 einander entsi)re(;heii , welche mit einer festen Reihe Ä32 zu einem 
Büschel ßi^ gehören, sind collinear verwandt. Da nämlich ein Büschel 
/^i mit einem Bündel ßy^ im Allgemeinen nur eine Reihe r32 gemein hat, 
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und da die Reihen Sy^ und s^ dieselben Eigenschaften wie die rsj und r^i be- 
sitzen, so ist durch jene Zuordnung zu jeder Reihe r32 des einen Bündels nur 
eine des anderen bestimmt, damit ist auch jeder s^i nur eine «?i zugeordnet. 
Ebenso ist einem Büschel 6f von s^i ein anderer Büschel von s^i zugewiesen. 

Hieraus folgt: Die Reihen r^z des Dreipunktesystems S^ haben die- 
selben Eigenschaften unter einander wie die Ebenen des Raumes. Wie 
eine coUineare Verwandtschaft von zwei räumlichen Systemen durch die 
Zuordnung von fünf Ebenen zu fünf anderen Ebenen bestimmt ist, so ist 
auch eine coUineare Verwandtschaft zwischen dem Dreipunktesystem 5^ einer 
Geraden G und demjenigen S3 einer Geraden G' durch die Zuordnung von 
fünf Reihen raj von S3 zu fllnf Reihen rj, von S3 gegeben. Unter coUi- 
nearer Verwandtschaft von S3 zu S3 verstehen wir eine Beziehung, in 
welcher jeder Reihe r^2 von S3 eine r^o von S^ und jedem Büschel ß^i von 
fjo ein Büschel ß'i2 von r'^i zugeordnet ist. Analog verhält es sich mit einer 
reciproken Verwandtschaft zweier Dreipunktesysteme. Das Dreipunkte- 
system S^ kann auf den Raum collinear bezogen werden, so dass jeder r^2 
eine Ebene und jedem ßyy ein Punkt entspricht. Dem Büschel der singu- 
lären Reihen »32 entspricht ein Ebenenbüschel E^ dritter Ordnung; denn in 
der collinearen Verwandtschaft von ^2 zu «32, in welcher jeder Reihe s\i die 
Reihe «31 mit derselben Grundreihe rji entspricht, sind irgend zwei Reihen 
sIj und s^ilj welche derselben ^3^ angehören, einander zugeordnet. 

Die Reihe H^ der Gruppen, welche aus drei zusammenfallenden 
Punkten von G besteht, entspricht der Curve dritter Ordnung, deren Oscu- 
lationsebenen den Büschel £3 bilden. Denn die Reihen s^^ in «J^ bilden 
einen Büschel, welchem in der Beziehung auf den Raum der Büschel der 
Tangenten eines Kegelschnittes entspricht. Den Punkten dieses Kegel- 
schnittes entspricht eine Reihe, welche aus der Hauptreihe von S^ ver- 
bunden mit dem Punkte P"" besteht. Der Reihe s^i entspricht im Räume 
eine Axe von E3, durch welche nur eine Ebene von E3 geht, dem Punkte 
P"" als Gruppe der Berührungspunkt dieser Axe mit der Curve dritter Ord- 
nung. A3 heisse die Hauptreihe von S^. — Wie eine Involution zweiten 
Grades zwei Ordnungspunkte besitzt, so hat eine zweidimensionale Drei- 
punktereihe drei Gruppen, welche aus je drei zusammenfallenden Punkten 
bestehen, oder drei „Ordnungspunkte''. 

Die Gruppen des Dreipunktesystems S^ einer Geraden G können 
mittelst der Ebenen eines Büschels E^ dritter Ordnung, wovon G eine eigent- 
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liehe Axe ist, eindeutig den Punkten des Raumes zugeordnet werden. 
Jedem Punkte des Raumes ist die Gruppe der Schnittpunkte von G mit 
den drei durch ihn gehenden Ebenen von E^ zugeordnet; und umgekehrt 
gehört zu einer Gruppe von drei Punkten auf G der Schnittpunkt der drei 
Ebenen von E3, welche von jedem derselben ausgehen und G nicht ent- 
halten. In einer durch G gehenden Ebene von £3 schneiden die Ebenen 
von E3 die Tangenten eines Kegelschnittes an G aus. Den Punkten 
einer Ebene e"* von £3 mit dem Schnitt P"" auf G sind die Gruppen des 
Zweipunktesystems von G je verbunden mit F" auf diese Weise zugeordnet. 
Einer Geraden von «" entspricht eine Involution zweiten Grades verbunden 
mit P", d. h. eine Reihe s^y Den Schnittgeraden einer beliebigen Ebene 
mit den Ebenen von £3 entspricht ein System von «31, von denen jede von 
der andern eine Gruppe enthält, welche also eine r32 bilden. (G darf auch 
eine uneigentliche Axe sein, da die Ebenen von £3 auf den Axen projec- 
tivische Punktreihen ausschneiden). 



Das ii-Punktesy Stern*). 

§4. 

Auf analoge Weise, wie aus dem Zweipunktesystem einer Geraden 
G ihr Dreipunktesystem hervorgeht, entwickelt sich aus dem letzteren das 
Vierpunktesystem. Durch fortgesetztes analoges Verfahren gelangt man zu 
einem A- Punktesystem, dessen Gruppen die beliebig gewählte Anzahl Ar von 
Punkten enthalten. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man allgemein 
aus dem («— 1)-Punktesystem S""^ das w-Punktesystem S" erhält. Hierbei 
setzen wir, von der Analogie des Dreipunktesystems ausgehend, für alle 
Ä-Punktesysteme S*, fUr welche k <C oder = i» ist, Eigenschaften voraus, 
welche Functionen von k sind. Es wird dann gezeigt, dass die Eigen- 
schaften des auf S""^ gegründeten Systems S" dieselben sind, wie sie sich 
aus diesen Functionen für k = n ergeben. 

T "^oraussetznngen . 
I. Durch das A-Punktesystem S* sind die Punkte der Geraden G zu 
Gruppen von je A vereinigt. Die Gruppen wieder vereinigen sich zu (A— 1) 



*) Zu dem Folgenden vgl. die oben angeführte Abhandlung von Köiter, p. 110 u. f. 
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dimensionalen Ä-Punktereihen r^t,*-!*? jeder Reihe rjtjt_i gehört eine und nur 
eine Gruppe an, die irgend «— 1 gegebene Punkte enthält. Die Reihen 
^kjc-i bilden eine Mannigfaltigkeit von k Dimensionen. 

II. Unter den rjtjt_i finden sich „singulare Reihen" »j^t-i, deren 
Gruppen einen Punkt P*^ gemein haben; P*" heisst das Haupt der Reihe. 
Jeder Punkt ist das Haupt einer s,,^_i. 

HL Irgend zwei Reihen r;t,ji_i bestimmen einen und nur einen sie 
enthaltenden Büschel ß^i von einfach unendlich vielen Reihen r,,^^i. Durch 
ivgend eine den Reihen von ß^i nicht gemeinsame Gruppe ist eine Reihe 
von ßki bestimmt. Alle. Gruppen, welche irgend zwei rji,;t-i von /?« gemein 
haben, gehören jeder Reihe des Büschels an. 

IV. Drei Reihen r^-^^i, die nicht demselben Büschel /J^i angehören, 
bestimmen ein Bündel ßk2 (das einzige, das sie enthält,) von zweifach 
unendlich vielen Reihen r^t^t-i- Die Reihen eines jeden Bündels ßk2 lassen 
sich derartig eindeutig den Punkten eines ebenen Systems zuordnen, dass 
jeder Reihe ein Punkt und jedem Büschel ß^i von Reihen eine Punktreihe 
entspricht und umgekehrt. 

Folgerungen. 

1. Jeder Büschel /?h? welcher von einem Bündel ßk2 zwei Reihen 
enthält, gehört demselben an. Zwei /^h? deren Reihen rf.^j,_i demselben ßj,2 
angehören, haben eine Reihe gemein und umgekehrt. Die Gruppen, welche 
drei nicht zu demselben Büschel ß^i gehörige r^j.! gemein haben, gehören 
allen Reihen des durch sie bestimmten Bündels ßk2 an. Hieraus folgt: Die 
Reihen r^^i^i eines Bündels ßk2j welche eine beliebige Gruppe gemein haben, 
bilden einen Büschel /J^; derselbe wird durch die zwei Reihen bestimmt, 
welche unter den Reihen zweier beliebig gewählter Büschel ß^i von ß^2 die 
Gruppe enthalten (IL). — Durch zwei Gruppen ist im Allgemeinen eine 
^*^i bestimmt, welche einem gegebenen Bündel ß],2 angehört. 

2. Durch A+1 beliebige Reihen rk^_i ist im Allgemeinen ein und 
nur ein Bündel iter Stufe ßk,x (von i-fach unendlich vielen rf,j._i) bestimmt; 
demselben gehören die Reihen aller Büschel ß^ an, welche irgend zwei 
seiner Reihen enthalten. 

Beweis: Nehmen wir den Satz im Falle X = fi als richtig an, so 
bestimmt die in einem Bündel Bj,^ nicht enthaltene Reihe Rk^^i mit allen 
Reihen von B^^ Büschel ß^^i^ deren Reihen ein Bündel (.u+l)ter Stufe 
Bk,u+i bilden. Alle Büschel /?«, welche durch Rk,k-i und die Reihen eines 
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Büschels /ijti von Bj,^ bestimmt sind, machen ein Bündel ßia aus. Da 
ein solches Bündel /?« die Reihen eines jeden Büschels enthält, welchem 
irgend zwei seiner Reihen angehören, so ist dies auch mit Bj^^^^y^ der Fall. 
Da der Satz für Ä = 2 giltig ist, so gilt er allgemein. Aus dem Satze 
folgt ohne weiteres: ein Bündel ßk,i enthält jedes Bündel ßk^, welcher p-f-l 
nicht zu demselben Bündel /?;t.o-i gehörige Reihen rjt,;t_i von /?a enthält. — 
Zu der im Beweise angegebenen Erzeugung von J5;t„^i kann jedes in 
Bl,u^■\ enthaltene Bündel ßi-^, und jede nicht zu /i^^ gehörige r^j^^^ von 
^*.^+i benutzt werden. 

3. Haben zwei Bündel ßj,^^ und ß^^ ein Bündel ßj.^ gemein, so 
sind sie in einem Bündel /i^ von der Stufe A = a4-p — j/ enthalten; /?a ist 
das Bündel von der niedrigsten Stufe, welcher ß^,^ und ß^^ enthält. 

Beweis: Das Bündel Bj^^ habe mit B^,^ das Bündel JS^^ gemein. Eine 
nicht zu Bt,^ gehörige Reihe rj,j,^x von Bf,,^ bestimmt mit Bj,^ nach dem 
Vorigen ein Bündel ß*,^+i, welches mit Bj^^ offenbar nur ein Bündel 
B*.^^.i gemein hat. Von B^^^^^ gelangt man auf dieselbe Weise zu einem 
Bündel ßjt.^H.2, welches mit Bj^^ ein Bündel ß*,y+2 gemein hat. Setzt man 
das Verfahren fort, bis man ein Bündel A;^ erhält, welches B^^ selbst 
enthält, so ist 1?^ das Bündel der niedrigsten Stufe, welches Bj,^ und Bj,^ 
enthält; A ist offenbar gleich a+p— r. Haben Ä^ und ß^^ eine Reihe ge- 
mein, so ist das Bündel der niedrigsten Stufe, welches sie enthält, von der 
Stufe /4 4-p, und wenn ß^u und ßj,^ keine Reihe gemein haben, so ist es 
von der Stufe /«+p+l. 

4. Zwei Bündel ß^,^ und ß^o haben, wenn ß^x das Bündel von der 
niedrigsten Stufe ist, welcher beide enthält, ein Bündel von der Stufe 
Q-\-u — X gemein; für den Fall p + u = i enthalten /ijt^ und ß^^ eine gemein- 
same Reihe. 

5. Die Gesammtheit der Bündel ß^, welche einem Bündel ß^ an- 
gehören und ein Bündel ßk^ gemein haben, bilden „ein Netz" (/i^)^ von 
der pten Stufe, wobei p = X— ,u— 1. 

6. Ein Netz (/^^)o, dessen Bündel mit einem Bündel Ä^ in dem- 
selben Bündel ß^x enthalten sind, ist im Allgemeinen auf ß^ eindeutig be- 
zogen, indem jede Reihe rj^^k-x von ß,,^ in einem Bündel /?jt.^+i des Netzes 
enthalten ist; die Reihen rj,j,_^ von ßj,^, welche einen Büschel /?*! bilden, 
sind in den Bündeln ßk^^i eines Bündels /4^^.2 enthalten. Den Reihen 
eines Bündels ßi,y von ßi,i sind hierdurch die Bündel ßk.u-^i des Netzes zu- 
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wenn je vier harmonischen Reihen des einen immer vier harmonische Reihen 
des anderen entsprechen. — Zwei Büschel ßti^ welche einander in einer colli- 
nearen Verwandtschaft zweier ßj^2 entsprechen, stehen in projectivischem 
Verhältniss. Zwei in einem Bündel ß,,2 enthaltene Büschel ßkt stehen in 
projectivischem Verhältniss, wenn jede Reihe des einen derjenigen rj^_i des 
anderen zugeordnet ist, welche mit ihr und einer testen Reihe r^^_i von 
ßk7 ZU einem Büschel /i« gehören — „perspectivisches Verhältniss". — Zwei 
Büschel ßii in projectivischem Verhältniss befinden sich in perspectivischem 
Verhältniss, wenn sie eine sich selbst entsprechende Reihe Tj^^^^ gemein haben. 
Analoge Sätze gelten von dem Netz zweiter Stufe und der Schaar 
von Bündeln (5.). 

9. Fasst man Bündel und Netz unter dem Begriffe Grundaggregat 
zusammen, und nennt man die in einem Bündel bezw. Netz enthaltenen 
Bündel (bezw. Reihen) der niedrigsten und höchsten Stufe die Elemente des 
Aggregates, so erhält man folgende für Bündel und Netz geltende Definition: 
Zwei Grundaggregate befinden sich in coUinearer bezw. reciproker Verwandt- 
schaft, wenn jedem Element des einen ein gleichartiges bezw. ungleichartiges 
Element entspricht — gleichartig ist z. B. eine Reihe und ein Bündel der 
niedrigsten Stufe in einem Netze — , und wenn den Elementen eines Grund- 
aggregates erster Stufe ebenfalls die Elemente eines Grundaggregates erster 
Stufe zugeordnet sind. 

10. Die Verwandtschaft zweier Grundaggregate von der pten Stufe 
ist durch die Zuordnung von (ß+2 beliebigen Elementen des einen zu p+2 
Elementen des anderen bestimmt, wofern keine p+1 dieser Elemente dem- 
selben Aggregat niedrigerer Stufe angehören. 

Beweis: Da offenbar zwei Grundaggregate in coUinearer Verwandt- 
schaft stehen, wenn sie zu einem dritten in reciproker Verwandtschaft 
stehen, und da sich jedes Netz nach No. 5 collinear auf ein Bündel 
beziehen lässt, so ist der Beweis nur für den Fall der reciproken Verwandt- 
schaft eines Bündels und eines Netzes nöthig. 

Der Satz gilt nach No. 8 für den Fall p = 2. Wir suchen daher 
zu zeigen, wie aus der Gültigkeit für eine Stufe q die Gültigkeit des 
Satzes für die Stufe p+1 folgt. 

Das Bündel i^L^+i stehe zu dem Netze (Ä^_i)^+i in reciproker Ver- 
wandtschaft. Dem Bündel B[^ sei hierbei das Netz (J5J^ von (J8^_,)^+i 
zugeordnet (dass in einer solchen Verwandtschaft jedem Bündel niedrigerer 
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Stufe ein Netz derselben Stufe zugeordnet ist, folgt aus der Erzeugung 
eines Bttndels bezw. Netzes durch Bündel bezw. Netze niedrigerer Stufe). 
Den Reihen "/ii,*-.i und ^/i^_i von J51,o-i-ii welche nicht zu ß[^ gehören, 
entsprechen die Bündel "J5;ti_i und ^Bj^x_^ (^=^9+1^+1 No. 5). Der durch 
die beiden Reihen bestimmte Büschel habe mit B'^^ die Reihe ^Äi^-i, und 
die durch die beiden Bündel bestimmte Schaar habe mit dem Netz (B^)^ das 
Bündel ^ß^-i gemein. ^/ii^_i sei ^B^^-i zugeordnet. In irgend einer Reihe 
Ä^-i findet man das entsprechende Bündel S;t,A-i wie folgt: fii^_i bestimmt 
mit "fii^_i und ^K^k-i ein Bündel J8i2, welches mit B[^ einen Büschel 
gemein hat; diesem Büschel entspricht in (B^)^ eine Schaar, welche mit 
^B^i_i und ^l?*,A-i ein Netz (-8^+^-2)2 bestimmt. Durch die Beziehung der 
Schaar auf den Büschel und die Zuordnung von ^R^k^i und ^R't^^i zu 
"l?;t,a_i und *5jtA_i ist eine reciproke Verwandtschaft zwischen B'j^ und 
(l?^+p_2)2 festgelegt; der Reihe Rkjt-i ist hierbei -Bi,i_i zugeordnet. — Ein 
Büschel ßti von 5i,^^i bestimmt im Allgemeinen mit "/ii,;t-i tind ^R^k-i je 
ein Bündel ßf,2 ; jedes dieser ß^2 hat mit B[^ einen Büschel gemein. Jedem 
derselben entspricht in (B^)^ eine Schaar; die beiden Schaaren bestimmen, 
die eine mit "ßit,A-n die andere mit ^-Ba,a-u zwei Netze zweiter Stufe, welche 
die dem ersten Büschel entsprechende Schaar gemein haben. — Man sieht 
hieraus, dass die Verwandtschaft durch die Beziehung von (B^)^ auf B[^ und 
die Zuordnung von "Äl,*-!, ^R'k,k-i zu "i?t.2-u ^^*.i-i vollständig bestimmt ist. 
Die Beziehung von (B'^)^ zu Bj,^ ist aber nach der Voraussetzung ausser 
der Zuordnung von ^Rk^-i zu ^ßt,A-i noch durch p+l Zuordnungen bestimmt. 
Die Verwandtschaft von (J5^_,)^4.i zu ßi,^+i ist somit durch e+3 Zuordnungen 
im Allgemeinen bestimmt; man erkennt aus dem Beweise auch leicht, dass 
durch p+3 Zuordnungen im Allgemeinen immer eine solche Verwandtschaft 
gegeben ist. (Die Richtigkeit der im Satze ausgesprochenen Beschränkung 
erkennt man ohne weiteres.) 

11. Die Gruppen, welche A+1 ein Bündel ßj,x bestimmenden 
Reihen rtjt.x gemeinsam sind, gehören allen r^^^i von /?a an. — Denn 
dieser im Falle 1 = 2 richtige Satz gilt für ßk,i+u wenn er für /?a Gültigkeit 
hat (dies geht aus der Entstehung von ßk,i+i aus 'ßtx No. 2 hervor). 

12. Eine Gruppe von & Punkten, welche nicht allen rjt^t.i von 
ßii gemeinsam ist, gehört allen r^k-i eines in ßkx enthaltenen Bündels 
ßk,i-i an. — Der Satz gilt für A = 2. Ist der Satz richtig für 1 = /u, so 
ist er es auch für iL = ,u-}-l. Denn dann enthält irgend ein Bündel JB^^, 
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welcher in dem Bündel B^^^^ enthalten ist, ein Bündel -B*;^_i, dessen 
Reihen alle eine gegebene Gruppe gemein haben. Irgend einem Büschel 
/?a von Sjt,^+,, welcher von -B^.^^, keine r^jt_i enthält (ein solcher Büschel 
wird bestimmt durch eine r^^k-n die nicht zu B^^, und eine r*,t_i, die zu 
Bkf,n aber nicht zu B^^^^^ gehört,) kommt eine r^tjk-i niit jener Gruppe zu. 
Diese Reihe bestimmt mit Si,^-i ein Bündel ßj,^, dessen Reihen alle die 
Gruppe gemein haben. Diesem Bündel gehören aber auch alle Reihen 
von Bj^^^i an, die diese Gruppe enthalten: denn sonst gehörte dieselbe 
fi+2 das Bündel 1?a,^+i bestimmenden Reihen r^t,*^! an. 

13. „Durch l Gruppen von k Punkten ist im Allgemeinen eine sie 
enthaltende Reihe nji_i bestimmt, welche einem gegebenen Bündel ß^ 
angehört." 

Wird die Gültigkeit des Satzes für irgend einen Werth von l ange- 
nommen, so erweist sich der Satz auch für l+l als richtig. Denn ein 
Bündel B^x+i enthält ein Bündel B^i, dessen Reihen eine gegebene Gruppe 
gemein haben. Bj^j, selbst enthält aber im Allgemeinen eine Reihe, welcher 
die übrigen l Gruppen angehören (eine Ausnahme tritt ein, wenn einige 
derselben den Reihen r^.i_, von Bi^j^ gemeinsam sind). Der Satz ist für 

X = 2 gültig. 

14. Da das &- Punktesystem S* in den Reihen r^^_i von einer 
/r-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist, so muss ein nach der bekannten 
Weise (No. 2) aus einem Bündel /:?;ji_i gewonnenes Bündel /9a alle Reihen 
^Lk-i enthalten. (Denn eine nicht zu ßi,k gehörige Reihe würde Grund zu 
einem Bündel von (&+l)-fach unendlich vielen S* angehörigen rt,*_i geben.) 
Alle Reihen r^-u welche eine Gruppe gemein haben, bilden daher ein 
Bündel ßk,k-i' Hieraus folgt: ,,Eine Reihe r^^jt-i ist im Allgemeinen durch 
k Gruppen bestimmt." 

§5. 

Ableitung des (n-l-l)-Puuktesystems -S^+i aus dem n -Punktesystem S*. 

Die Voraussetzungen von § 4 sollen für alle Punktsysteme S* einer 
Geraden G gelten, solange k^n. 

Fügt man zu allen Gruppen von S" denselben Punkt P% so erhält 
man eine singulare Reihe <+,.„ des («+1)- Punktesystems S^^^K Aus irgend 
einer Reihe r,,„_i geht hierbei eine (w — l)-dimensionale (n+l)- Punktereihe 
«»+i.n-i hervor; r„n-i heisse die Grundreihe von «;+i,n-i. Beliebige «—1 
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Punkte von G sind zugleich iu einer und nur einer Gruppe von «;+,,,_i 
enthalten. 

Die Gruppen eines Systeme S* mit denselhen «+1— i Punkten 
P", P^, ..., P verbunden bilden eine Ä-dimensionale Reihe von Gruppen 
von S""*"'; sie heisae «^+^. Aus einer Reihe rt^_i von S' geht hierbei eine 
Reihe stf-^'t-i hervor; r,^_, heisse „die (l+«^Ä)te Grnndreihe". 

Zwei singulare Reihen «;^,,. und «^+,,„ haben die Gruppen einer 
Reihe «;^,.»_i gemein, welche alle die Punkte P' und P^ enthalten. 
*»+i,™-i hat zwei Grundreihen »f^_i and «;,,_,, je nachdem sie zu <^.,,, oder 
zu «{+1^ gerechnet wird. 

Zu den Voraussetzungen von § 4 fUgen wir noch folgende hinzu: 

V. Jede Reihe r^,*.! hat mit einer Reihe «^j;., die Gruppen einer 
Reihe «j;»., gemein, welche eine Reihe r^^^^^i von S*~' zur Grundreihe hat. 
Die Reihen r,^_i eines BUachels ß^ haben mit 4_i_, Reihen »^, gemein, 
deren Grandreihen einen BUschel /^t-u bilden. Umgekehrt begründet jede 
Reihe rt_,jr_2 von S*~' eine Reihe «*^2, deren Gruppen den Reihen r,,„_, 
eines Büschels /?,, gemeinsam sind. 

Diese Voranssetzang, welche filr i = 3 gilt, sei für A^« an- 
genommen. 

Ans der Voraussetzung folgt: Die Reihen r^^^^ von 5', welche von 
»i^_i Reihen $l^_2 enthalten, deren Grundreihen einen Büschel ßk-\.\ bilden, 
bilden selbst ein Bündel ß^- Denn irgend zwei solcher Reihen rt,t_i 
bestimmen einen Büschel ß^i\ die Reihen, welche die Reihen dieses BUschels 
mit »t^_i gemeinsam haben, haben die Reihen ri_,^_2 jenes Büschels /?t-,,i 
zu Grundreihen. Der Büschel ß^ bestimmt mit «t^_i das fragliche Bündel /5«. 

Hieraus folgt: Eine Reihe rt^., hat mit s^^i, der gemeinsamen Reihe 
von s"^_i und «Ü-d eine Reihe s^^^^ gemein, welche ans den gemeinsamen 
Gruppen der Reihen rj^., eines Bündels ßa besteht. 

Eine Reihe «;+,,„_, hat nach dem Vorigen mit der Reihe «"+,,„_j eine 
Reihe «;;i,,_, und mit »^+^,,-s eine Reihe <+l.n-3 gemein. 

Sali'): Haben drei Reihen S^^-i^^-n Si^,,,_, und iSj+i,,_i eine mit 
der anderen je eine verschiedene Reihe «„+i„_2 gemein, so ist jeder vierten 
Reihe Si^^_,^^, welche ton S'^+i,,_i und Si+,,„_, je eine «;f+,,,_j enthält, eine 
Jleihe *^+i,,-i mil Sf+i,_i gemeinsam. 
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Beweis: Die Reihen r„„_i eines Büschels ß^i? welchem die Grund- 
reihe von Sl|^i„_i angehört, enthalten von «i,,_i (der Grandreihe von «lIVi,„«i 
flir «11+1,0 Reihen «i,n_2, deren Grundreihen r^_i,n-2 einen Bttschel S,«i,i bilden. 
Die Reihen von l?,_i,i begründen ein Bündel von Reihen «1!,«_2- Irgend 
eine Reihe r„„_i, welche eine dieser «1],,_2 enthält, bestimmt mit der Grund- 
reihe von Si+i,,_i (diese enthält ebenfalls eine «"„_2 dieses Büschels) einen 
Büschel Bli\ die zweiten Grundreihen derselben machen l?„_i,i aus. Die 
Büschel B^i und Bl^ begründen einen Büschel 6" von Reihen «ll^.i,„-i und 
einen 6^ von Reihen «l+-i,n-i. Je eine Reihe von 6" enthält mit einer Reihe 
von 6^ eine zu «llVi.«-i gehörige Reihe «llVi,ii-2- Alle diese «1IVm-2 bilden den 
Büschel B^\ Gleicherweise bestimmen 6" und 6^ einen Büschel B^'' und einen 
ß^* von Reihen «"+i,n-a resp. «i+i,„_2. Durch die Reihen von 6" werden die 
Reihen von B^^ und B^"" eindeutig einander zugeordnet, ebenso durch 6^ die 
Reihen von B*^ und B^^. Hierdurch wiederum ist jeder Reihe von B^ eine 
Reihe von B^^ zugewiesen. «i;+i,«_i und «?i.i,„_i haben die Reihe «nl^,,»_2 ge- 
mein. Zwei entsprechende Reihen von B^^ und ß^* enthalten von «H+i.n-j 
dieselbe «lI+i,n-3 («lI+i,«-2 ist die gemeinschaftliche Reihe der drei Reihen 
«»+!,«, «i+i,« nnd «:+,J, Sn%,n-2 hat als Reihe von «J+,,» die Grundreihe 
««!n-2; die Grundreihen je zweier entsprechender Reihen von ß*^* und ß^* 
(in Bezug auf ««+i,„) enthalten von «1|J„_2 dieselbe «nj,_3, sie sind daher je 
in einer Reihe r„„_i enthalten (dies folgt aus der Folgerung von Voraus- 
setzung V). Das Bündel der Reihen r^,„_i, welche die Grundreihen der 
Reihen «n+i,n~2 von B^ enthalten, hat folglich mit dem Bündel, das in der- 
selben Beziehung zu ß^* steht, mehr als eine r^n-i^ ^« b« einen Büschel 
ß;ji gemein. Dies giebt: Die entsprechenden Reihen von ß"** und B^"" sind 
je in einer Reihe «n+i,n-i enthalten; diese Reihen «2h-i,,_i bilden einen Büschel 
6", der sich auf den Büschel Sji gründet. (Der Fall, in welchem die 
Reihen von B^^ insgesammt dieselbe Reihe «"|^^3 enthalten, sei hier aus- 
geschlossen). 

Tritt an die Stelle von <^.,„ die Reihe *f+i,n, so erhält man gleicher- 
weise ein Bündel, b'\ von Reihen «n+i,n_i, welche sich auf die Reihen 
r„„_i eines Büschels Bi^ gründen. Wie jeder Reihe von 6% so ist auch 
jeder Reihe von b^ eine Reihe von 6" und 6^ eindeutig zugeordnet. 6*" und 
b'^ bestimmen zwei Büschel B'''^ und 'ß"'* von Reihen «^^i,n-i (B""^ habe 
analoge Bedeutung wie B'^). Jeder Reihe von B""^ ist eine Reihe von 'B'^^ 
zugeordnet; jeder Reihe s^ii,n-2 von B^^ resp. 'B""^ ist eine Reihe *U+i,n-i von 
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Hi'jr^.iM: \n> ilrlLsc:. r, ,„ tl-e* ri«Li^i'*I* ß!;:- velchem die Gnind- 
n-ÜM: von A'..., sinzrrb/r:, r:ir.iAl:cL t:-!:. #^^ der Gnmdreflie von «,,\l,_i 
fllr i/J, ,.y h*:\\i^:u ». . ,- d-^r.-^Ti •'ini-frti'c:: r^.,-: ein^n Rachel B.-1.1 bilden. 
\)Ui Ut'/iUiui von //,_. 5>r:2nL-:r:i- rZL, BcT^irl Ton Reihen i^^*. Irgend 
vMw. licih«; r. , :, w^lch*: <:irir: •:;*c^?rr *.,_: er-ihlli beäämmt mit der Gmnd- 
vrWu* von .S'i,;, : Mie?i^ fTfitha!: er^Lfall* eine #,,_. dieses Büschels) einen 
ItlUr'Jii:! //:■: i\\f: zwfrir^n Gmndrrih'rri derselben machen B^li *n8. Die 
l(llK<tli<;l //J, nn<l //; h^r^nden einen Bäichel 6 vön Reihen *«-s-i,,-i nnd 
4'iiH!n // von iCcibcn f,^:,_.. Je eine Reihe von 6 enrhilt mit einer Reihe 
von //' i;ine zu ürj,,. . geL'irige Reibe */.:._.- Alle diese t^L.-2 bildenden 
l(llHrh(;l If'\ OlcicherweLse bestimmen b nnd 6* einen BOschel B^ nnd einen 
//'" von Ucibcn ir,;'',*— - resp. «'L:,-.. Dnrch die Reihen von 6" werden die 
Ii(mIm*ji von //" und ff"" eindeutig einander zugeordnet ebenso dnrch b^ die 
llrilien von //'* und U \ Hierdurch wiederum ist jeder Reihe von B"* eine 
liriho von //''' zugewiesen. *.'ii.,_i und *,-Li,_i haben die Reihe «l+ui-^ ge- 
nirin. Zwei entHprcchende Reihen von B ' nnd Ä*'' enthalten von «!,"+i.,-2 
(lirKcllic «'^'",.„ 5 (««Ti,— i ist die gemeinschaftliche Reihe der drei Reihen 
«HNO «in.« lind <,!,.> «,;*:'i,-. hat als Reihe von $Ui.^ die Grundreihe 
O. .-; <lic (i rundreihen je zweier entsprechender Reihen von JB*** nnd F* 
(in llezutf auf <n.«) enthalten von «,;:,_2 dieselbe C«-3? ^i® ^^^^ daher je 
in einer Reihe r„„ , enthalten (dies folgt aus der Folgerung von Voraus- 
setzung V). Das liUndel der Reihen r„„_i, welche die Grundreihen der 
Keihen C» i,„-v von //"' enthalten, hat folglich mit dem Bündel, das in der- 
selben Beziehung zu ff'' steht, mehr als eine r^,_i, d. h. einen Büschel 
/f.,\ gemein. Dies giebt: Die entsprechenden Reihen von B^ und JB*** sind 
je in einer Reihe ^^i,«-! enthalten; diese Reihen «n-i-1.,-1 bilden einen Büschel 
h\ der sieh auf den Büschel li'^,^ gründet. (Der Fall, in welchem die 
Reihen von ir insgesammt dieselbe Reihe «'J!n_3 enthalten, sei hier aus- 
si'osehlossen^. 

Tritt an die Stelle von sl^ ,,„ die Reihe *;f+,,^, so erhält man gleicher- 
A\eise ein Bündel, /;', von Reihen «;%i,H-n welche sich auf die Reihen 
r., i eines Büsehels //„', gründen. Wie jeder Reihe von 6% so ist auch 
ioiler Reihe von Ir eine Reihe von />" und b^ eindeutig zugeordnet. 6* und 
:' bestimmen zwei Büsehel li' und 7^' von Reihen «:!ti^_i (ß"^ habe 
;4:i:i:o;re Bedeuiun;r wie /f'O- Jeder Reihe von B''^ ist eine Reihe von 'B""^ 
.■.v.^voväiiot : ioiior Koiho »,;,., .von ß ' resp. B^^ ist eine Reihe »!;+,._, von 
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/>" und eine «i+i.«-! von 6* zugewiesen. Zwei zugeordnete Reihen von 
B""^ und 'J?"*^ enthalten von «?+l,n-2? der gemeinsamen Reihe von «J|+i„ und 
*«+i,n-i jö dieselbe Reihe «J^!,tt-3, nämlich diejenige, welche die entsprechende 
Reihe «n+i.n-i von 6^' mit «2^J,^_2 gemeinsam hat. Ebenso enthalten zwei 
zugeordnete Reihen von J?"^ und 'J?**^ auch dieselbe Reihe «i+i,,_3. Die 
Reihen von B""^ fallen daher mit denen von 'B""^ zusammen (wofern nicht jede 
««+ln-3 niit «l!+i^„_3 zusammenfällt, ein Fall, welcher sich, wie man sich leicht 
überzeugt, durch die Wahl von 6" vermeiden lässt). Denn durch die zweiten 
Grundreihen von einer «ll^i,„_3 und einer «i+^i,n-3 sind (Vorauss. V.) zwei 
Büschel ßn-iA von Reihen r^-1,,-2 bestimmt, welche höchstens eine r„_i,n-2 
gemein haben (wären die Grundreihen identisch, so müsste offenbar «n+^i,n-3 
gleich «ü+i^n-3 sein). Eine Reihe von 6^" hat folglich mit einer Reihe von 
b^ eine Reihe «2^1,^-2 gemein, wenn beide mit einer Reihe von t" und der- 
jenigen Reihe von 6*, welche mit ihr dieselbe «l!Vi,»-2 von -ß"* enthält, je 
eine Reihe ^«+1,1.-2 resp. «Ün ,._2 gemein haben (t = 0, 1). Hiermit ist der 
Satz bewiesen. 

§5a. 

Die Gruppen der Reihen «;+i,n_M welche mit den Reihen S*„V,,„_i und 
Si+i,n-i je eine Reihe «IIVi,n-2 resp. «iii,„_2 gemein haben, bilden eine Reihe 
r^+,„; dieselbe ist in den Gruppen von einer n-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit. An die Stelle von Si;^.,„_i und iSi+,„_i können offenbar irgend zwei 
andere Reihen «S+i,„_i, welche in r^^.!,, enthalten sind, treten. Jede Reihe 
<+i^ hat mit r^+i,, eine Reihe «i+i,n_i gemein (dies folgt aus dem Beweise 
des vorigen Paragraphen); dieselbe enthält die gemeinsame Reihe von ^+i„ 
mit Sl,^,„_i. 

Hat die Reihe S*j+,„_i mit «UVi.n-i die Reihe S*JVi,»-2 gemein, so 
geben die Reihen «i+i,n-n welche S*J+i,n_2 enthalten, (an Stelle von Sl^^^^^i 
tretend) Grund zu einfach unendlich vielen Reihen r»+i,n. Die Reihen r„4.i,„ 
bilden daher eine (iiH-l)-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

Zu n beliebigen Punkten giebt es im Allgemeinen eine und nur 
eine Gruppe einer r,^.i„, welche dieselben enthält. Die Punkte seien mit 
P^y P^, ..., P" bezeichnet. r«+,^, hat mit «i+,,„ eine Reihe «i+i,„_i gemein- 
Die Grundreihe von «i+,,„_i enthält nach Vorauss. I. im Allgemeinen eine 
Gruppe von n Punkten, zu welcher die «— 1 Punkte P\ P^, ..., P" ge- 
hören. Letztere Gruppe bildet mit dem Punkte P die fragliche («+!)- 
Punktegruppe. (Dies ist die einzige Gruppe, da jede solche der Reihe 
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nneigentliche (Missgruppe), je nachdem sie n+1 oder weniger Punkte ent- 
hält; hierbei kommt es vor, dass ein Punkt für mehrere gerechnet wer- 
den muss. — Die Reihen von ßn+\,n-i haben mit «i+j,, Reihen *i+i,«-i ge- 
mein, deren Grundreihen r^„_i ein Bündel /?„,«_i bilden; die Reihen von 
ßn,n^i wiederum enthalten von «^„_i Reihen «^,«-2, deren Grundreihen r,-i^-2 
ein Bündel ßn-^n-x ausmachen, m s. f.; schliesslich gelangt man auf diese 
Weise zu einem Bündel ßn^x+^^-x von Reihen r„«a+i,„_A; diese Reihen können 
eine (n—Ä+l)- Punktegruppe gemeinsam enthalten. Die l Punkte P\ 
P^, ..., P^ bilden mit dieser (»- A+1)- Punktegruppe eine (ii4-l)-Punkte- 
gruppe von r^+^^^^i* Ist letztere Gruppe eine uneigentliche, so ist sie durch 
jenes Bündel ß^^x+hn^-x charakterisirt. 

Aus den Sätzen über die Netze von Bündeln ß^j^^i folgt : Eine Reihe 
rii des Ä-Punktesystems S* einer Geraden ist durch X+1 Gruppen, die nicht 
zugleich einer Reihe rj,^x-i angehören, bestimmt (der Satz gilt auch von un- 
eigentlichen Gruppen, wenn wir uns dieselben durch Bündel ß^j^^i charak- 
terisirt denken). Zwei Reihen r^.^ und Tj^^ haben, wenn r^ die Reihe der 
niedrigsten Stufe ist, welche beide enthält, eine Reihe r*,^+;,_a gemein; für 
den Fall p+,a = i enthalten r^^ und r^o eine gemeinsame Gruppe. Hier- 
von gilt auch die Umkehrung. Zwei Reihen r^^ sind col linear [reciprok] 
verwandt, wenn jeder Gruppe der einen eine Gruppe ' [Reihe rjt^-i] der 
anderen und jeder Reihe rjti von Gruppen der einen eine Reihe r« [Reihen 
'•*ji-i? die eine rj^^x-2 gemein haben], der anderen zugeordnet ist [sind], (hier- 
bei ist wieder eine Missgruppe durch ein Bündel ß^j^^i charakterisirt ge- 
dacht). Die collineare Beziehung ist durch die Zuordnung von 1+2 Gruppen 
der einen Reihe zu i+2 Gruppen der anderen bestimmt, wofern keine X+l 
derselben, die zu einer der beiden Reihen gehören, in der nämlichen Reihe 
^u-i enthalten sind. Analoges gilt flir die reciproke Beziehung. 

Eine Gruppe des Ä-Punktesystems S* einer Geraden ist im Folgen- 
den immer als durch ein Bündel ßk,k-i von Reihen rtt_i charakterisirt 
gedacht (bisher haben wir, wenn es nicht ausdrücklich bemerkt war, nur 
von vollständigen Gruppen gehandelt); sie besteht aus den Punkten, welche 
je das Haupt einer zum Bündel gehörigen singulären Reihe s^j^^i bilden. 

Unter einem Bündel ßtx sei von jetzt ab die Gesammtheit der eine 
Reihe r^jb-A_i enthaltenden Reihen höherer Stufe begriffen; r^^-i-i heisse 
der „Stock" des Bündels (r;^, bedeutet eine Gruppe). Alle Reihen eines 
Bündels ß^x, welche in einer Reihe r^t^ enthalten sind, bilden ein Bündel 
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^ß^^y der p-fach unendlich viele Reihen r^^^^i enthält; alle Reihen desselben 
haben die gemeinschaftliche Reihe von r»^ und dem Stock von ßjti gemein; 
ist diese von der vten Stufe, so ist p = /i— v— 1. Die Bündel ^ßi^ einer 
Reihe r^^ zeigen unter einander dasselbe Verhalten wie die Bündel ß^^. 

Reihe und Bündel sei unter dem Begriff Grundaggregat eines Punkte- 
systems zusammengefasst. Die Reihen der niedrigsten und der höchsten 
Stufe in einem Grundaggregat heissen seine Elemente (die Gruppe als 
Reihe Oter Stufe aufgefasst). Gleichartig sind zwei Elemente, wenn beide 
durch Reihen der niedrigsten oder beide durch Reihen der höchsten Stufe 
repräsentirt werden, ungleichartig, wenn das eine aus einer Reihe von der 
niedrigsten, das andere von der höchsten Stufe besteht. 

Zwei Grundaggregate von demselben oder von verschiedenen Punkt- 
systemen sind coUinear bezw. reciprok verwandt, wenn jedem Element des 
einen ein gleichartiges bezw. ungleichartiges Element des anderen und den 
Elementen eines Grundaggregates erster Stufe des einen die Elemente eines 
Grundaggregates erster Stufe vom anderen zugeordnet sind (^/9ii gilt hierbei 
als Grundaggregat erster Stufe). 

Die collineare bezw. reciproke Beziehung zweier Grundaggregate 
(>ter Stufe ist durch die Zuordnung von q+2 Elementen des einen zu 
e+2 gleichartigen bezw. ungleichartigen des anderen bestimmt. (Dies folgt 
aus Früherem, indem an die Stelle des Netzes Qter Stufe von Bündeln die 
Reihe r*^ tritt.) 

§ 7. 

Band und Kette*). 

1. Die Reihen rj,^y welche entsprechende Reihen Vj^^^^i zweier in 
derselben Reihe r^^^+i enthaltenen coUinear verwandten Reihen rj,^ enthalten, 
bilden im Allgemeinen einen Büschel (e4-l)ter Ordnung; d. h. jedem 
Bündel ^+ißk^ von r^^^^i gehören höchstens p+1 solcher Reihen an. — 
Die singulären Reihen Sj,^ mit «— p Häuptern, welche in einer s^^^i ent- 
halten sind, bilden, wie man sich leicht überzeugt, einen solchen Bflschel 
(p+l)ter Ordnung. 

2. Eine Reihe fi^^^i lässt sich derart auf eine Reihe fj^^+i coUinear 
beziehen, dass die Reihen eines bestimmten Büschels (e+l)ter Ordnung 



*) Siehe Note 4. Vergl. die oben angeführte Abhandlung von Kötter, S. 136 u. f. 
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von der obigen Art den Reihen eines vorgegebenen Büschels (p+l)ter 
Ordnung entsprechen. Znr Herstellung einer solchen Beziehnng steht die 
Zuordnung von irgend drei Reihen des einen Büschels zu irgend dreien 
des anderen frei. 

Beweis: Der Büschel (p+l)ter Ordnung Bf, enthalte die Reihen r*^, 
welche entsprechende Reihen der collinear verwandten Reihen "i?^^ und 
^R^ enthalten. Das Analoge sei mit dem Büschel (p4-l)ter Ordnung B^ in 
Bezug auf ''R,^ und ^R(„ der Fall. "Äj^ und ^Äj^ seien in Ä4..+1 enthalten, 
R^ und 'i?f^ in Ä/^+,. '^Ä*.a-i i^^d "^Ä/,„-i sind die gemeinsamen Reihen 
von 'Äx,. und ^R^. bezw. '^Ri^ und *Ä,^. 

Die Reihen r^^^. welche die Reihen von B^ mit ^R^^ gemein haben, 
bilden einen Büschel pter Ordnung bj,; derselbe besteht aus den Reihen 
^i.^,-1- welche entsprechende Reihen ri.^_2 von ^^^Rk^^i und der ihr als Reihe 
von 'Äa^ zugeordneten Reihe **^Ä*,^_i von ^'Rj,^ enthalten. Gleicherweise 
bestimmt W, mit "/i,^ einen Büschel 6, von Reihen r,^_i, welche ent- 
sprechende Reihen der einander zugeordneten Reihen ^Ä^^i und **'Äf^_i 
vereinigen. 

Wir setzen jetzt den zu beweisenden Satz für die Büschel von 
kleinerem Grade wie p+1 als gültig voraus und nehmen an, dass den zur 
Erzeugung eines solchen Büschels dienenden Reihen unter den Reihen des 
Büschels keine Ausnahmestellung zukommt. Ordnet man den Reihen "^Ät^e-i? 
^*'Rk.o-\ und einer beliebigen Reihe Rko-\ von 6;^. die Reihen "*Ä,o-i bezw. 
^*^Ri,Q^i bezw. Ri^^^i (ebenfalls eine beliebig gewählte Reihe von 6,) zu, so 
ist hiernach eine collineare Verwandtschaft zwischen "/i»^ und "Ä,^ bestimmt^ 



in welcher jeder Reihe von 6jt eine Reihe von 6, entspricht. Durch di( 
collineare Verwandtschaft von "/J;^^ zu ^R^o und von "/i,^ zu ^R,^ ist ^R^^ 
derartig auf ^Ri^ bezogen, dass "^Ä*,^-! der Reihe "^Ä/,p_i entspricht (dies folgtr::^ 
aus der Zuordnung von ^*^Rk,g-i zu '"^ß/,0-1). In dieser Verwiandtschaft ist 
'''^Ae-i gerade so auf "^Ä/,„_i collinear bezogen, wie durch die collineare^^ 
Verwandtschaft von ^^R^.„ zu "/i,^,- denn offenbar entspricht jeder Reih( 
r;„ ^, welche eine Reihe von B^ mit "*fiit,o~i gemein hat, beidemal dieselbe- 
Itclhc r/,„_;j, die ebenso einer Reihe von B^ und der Reihe ^^Ä/,0-1 gemein- 
sam ist. Durcjli die beiden Beziehungen von 'ßi.« auf 'Ä,^o (« = 0, 1) ist 
daher eine collineare Verwandtschaft von Rk,o-\-i zu ß^^+i bestimmt, in. 
welcher den Reihen von li^ die Reihen von Bi zugeordnet sind. — Besteht^:^ 
Bt aus singulären Reihen «,^ mit /— p Häuptern, so folgt fttr B^^ dass du 
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Reihen ^^R^^^ und ^Rj,^ unter seinen Reihen keine Sonderstellung einnehmen. 
— Der zu beweisende Satz gilt somit für die Büschel (e+l)ten Grades 
von der in 1. angegebenen Art, wofern er fUr die Büschel pten Grades 
gilt. Ohne Weiteres erkennt man aber seine Gültigkeit für p = 3. 

3. Ein Büschel pter Ordnung, der nach der in 1. angegebenen 
Art erzeugt wird, heisse fernerhin y^ein Band Qter Ordnung^; dasselbe ist 
durch 3+p seiner Reihen bestimmt. 

4. Die Reihen r^, welche entsprechende Gruppen zweier collinear 
verwandten und zu derselben Reihe r^.^ gehörigen Reihen r^t.^-! ^^^ si^^ ver- 
einigen, sind durch die Reihen r^^_i des durch die Verwandtschaft bestimmten 
Bandes projectivisch auf einander bezogen („projectivisch auf einander bezo- 
gen" sind zwei Reihen r^, die in einer coUinearen Verwandtschaft von 
Reihen höherer Stufe einander zugeordnet sind"); solche Reihen r*i mögen 
„Axreihen" des Bandes heissen. 

Beweis: Die Reihen R[i und /iii vereinigen je zwei entsprechende 
Gruppen der collinear verwandten Reihen '^Ä*,^-! und ^Ä*,^-!, durch deren 
Verwandtschaft das Band pter Ordnung B erzeugt wird. Äii und /?ii seien 
in der Reihe dritter Stufe R^ enthalten. Die beiden Reihen 'Ä^ (• = 0, 1), 
welche je die gemeinsamen Gruppen von *Rk,^i mit ß« und ÄÜ enthalten, 
gehören ebenfalls An an. Den Reihen rjn, welche entsprechende Gruppen 
von "ß;bi und ^ß« aufnehmen, entsprechen in der Beziehung von Ä^j auf 
den Raum die Geraden der einen Schaar einer Regelfläche. Jede Reihe 
von B enthält offenbar eine solche r^i. Nehmen wir für das Band (e—l)ter 
Ordnung an, dass jede Gruppe einer seiner Axreihen nur einer Reihe des 
Bandes angehört, die diese Axreihe nicht enthält, so gilt dies auch für das 
Band (>ter Ordnung. Da diese Annahme für (> = 3 zutrifft, so ist jede 
Reihe r^j, welche einer Geraden der anderen Schaar von obiger Regelfläche 
entspricht, in' einer und nur einer Reihe r^^^^i von B enthalten. Durch diese 
Reihen werden aber R[i und Äii projectivisch auf einander bezogen; hier- 
mit ist der Satz bewiesen. 

Eine Reihe r^n, welche in p— 1 einem Bande pter Ordnung angehö- 
rigen Reihen enthalten ist, ist eine Axreihe desselben. 

Aus dem vorigen Beweise folgt, dass die Reihen r^i, welche die 
entsprechenden Gruppen von "Äih,o-i und 'Ä*,p-i vereinigen, irgend zwei 
andere Reihen von B collinear auf einander beziehen (jeder Reihe r^ ist 
wieder eine rji zugeordnet). Diese coUineare Beziehung ist dieselbe, welche 
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bei Zugrundelegung dieser Reihen zur Erzeugung von B dient. Setzt 
man daher an die Stelle von "ßi,p_i und ^Ät,p_i irgend zwei andere Reihen 
von B, so erhält man immer dieselben Axreihen. 

5. Die Reihen r^^o^i, welche die entsprechenden Gruppen von p 
beliebigen projectivisch auf einander bezogenen Reihen rjti, die derselben 
Reihe rj,^ angehören, in sich schliessen, bilden im Allgemeinen ein Band 
pter Ordnung. 

Beweis. "Äh sei eine von p solchen Reihen r^i, die in der Reihe 
Rt,, enthalten sind, "fit^-i enthalte von diesen Reihen rj,i Gruppen, die ein- 
ander zugeordnet sind. ^'/Jü sei mit einer der übrigen p— 1 Reihen, etwa mit 
'fini ii^ der Reihe dritter Stufe Ä^a enthalten. Rj,^ hat mit '^Ä*,^-! die Reihe 
zweiter Stufe Ri2 gemein. Aus der Beziehung von Rj,z auf den Raum folgt: 
Die Reihen r^i, welche entsprechende Gruppen von "R*i und ^Ä« vereinigen, 
haben mit Rk2 die Gruppen einer Reihe erster Stufe ^i?« gemein, welche 
auf "fifci projectivisch bezogen ist. Tritt an die Stelle von ^ßjti jede der 
übrigen der p Reihen r«, so erhält man p— 1 in "Ät,^_i enthaltene Reihen 
fii, die ebenfalls projectivisch auf einander bezogen sind. Jede Reihe 
^*,e-n welche entsprechende Gruppen jener Reihen enthält, vereinigt auch 
entsprechende Gruppen der letzten p— 1 Reihen. Gilt daher der Satz fttr 
das Band (p— l)ter Ordnung, so hat er auch für das Band pter Ordnung, 
Gültigkeit Für p = 3 ist die Gültigkeit leicht erkennbar. 

6. Die Reihen eines Bandes sind dadurch den Gruppen einer Reihe 
fjti „ projectivisch '' zugeordnet, dass man eine Axreihe des Bandes projec- 
tivisch auf sie bezieht. 

7. In der reciproken Verwandtschaft einer Reihe r^^ zu einer Reihe 
ft^ entsprechen den Reihen eines Bandes pter Ordnung die Gruppen einer 
Reihe pter Ordnung; dieselbe besteht aus den Gruppen, welche in der 
collinearen Verwandtschaft zweier Bündel ^^*,o-i den zugeordneten Reihen 
rjti gemeinsam sind. Die beiden Gruppen, welche je sämmtlichen Reihen 
dieser Bündel angehören, gehören zu der Reihe pter Ordnung. Eine Reihe 
pter Ordnung von dieser Art möge „eine Kette" heissen. — Die gemein- 
samen Gruppen entsprechender Reihen r^^^^i von p projectivisch auf ein- 
ander bezogenen Büscheln ^/?ii, welche in derselben Reihe r^^ enthalten sind, 
bilden im Allgemeinen eine Kette pter Ordnung. — Eine Kette pter Ordnung 
ist durch p+3 ihrer Gruppen bestimmt. 

In der collinearen bezw, reciproken Beziehung einer Tj^ auf 



258 Schumacher, die Punktsysteme auf der Geraden und ihre Anwendung. 

Reihen enthält von tA nur eine der Hanptreihe angehörige Gruppe) eben- 
falls projectivisch auf 2 bezogen and hiermit auch auf a. Die Reihen von 
B enthalten je zwei einander hierbei zugeordnete Gruppen. Die Reihen 
r^ von C/2, welche in den Reihen von B enthalten sind, bilden ein Band 
zweiter Ordnung. Denn in der Beziehung von U2 auf ein ebenes System 
entspricht ihrer Hauptreihe ein Kegelschnitt, der Reihe a eine Tangente 
an ihn. Die Punkte der Tangente sind den Punkten des Kegelschnitts 
zugeordnet; der Berührungspunkt entspricht, wie man sich leicht überzeugt, 
sich selbst. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte bilden daher einen 
Büschel IL Ordnung. Die Unterreihe f/3 hat daher mit den Reihen von B 
die Reihen eines Bandes dritter Ordnung gemein, welchem U2 und die ge- 
meinsame Reihe von Uy mit «y\.> angehören. Hieraus folgt weiter, dass 
in V4 durch B die Reihen eines Bandes vierter Ordnung bestimmt werden, 
welchem (^3 angehört, dass überhaupt die Reihe Ui mit den Reihen von 
B die Reihen eines Bandes*) von der Ordnung i, welchem Ux_i ange- 
hört, gemein hat. Insbesondere bilden die gemeinsamen Reihen r^j^-i von 
Ui_i = sl^^i und den Reihen von B ein Band (A— l)ter Ordnung fc^.i. Die 
Reihe a ist Axreihe desselben. Durch die projectivische Beziehung von a 
auf -2* ist b^i und damit B derartig auf -2* bezogen, dass zwei entsprechende 
Reihen dieselbe sjl^2 enthalten. Das oben Angenommene gilt daher für 
p = ür, wenn es für e < A Gültigkeit hat. In der That trifft es für p = 3 zu. 
Durch die Beziehung von bi_i auf ^ und damit auch auf das Band 
der Reihen «i^_» ist eine coUineare Beziehung von slj^^i auf sich selbst be- 
stimmt: hierbei sind die ünterreihen von «{i_i sowie die Gruppe (P*) sich 
selbst zugeordnet. Hierdurch wiederum ist eine collineare Verwandtschaft 
des Bündels der Reihen, welchen die Gruppe (P*) angehört, und der Reihe 
«J.i-i gegeben. Die hiermit bestimmte Beziehung jenes Bündels auf das 
(A—l)- Punktesystem S*~^ ändert sich nicht, wenn sli_i an Stelle von »Jjk_i 
tritt. Den Hauptgruppen von S*"* entsprechen in ihr die Reihen r^j, welche 
(P) mit je einer anderen Hauptgruppe von S* vereinigen. Diese Reihen 
bilden daher eine Kette (A-— l;ter Ordnung, wenn die Hanptreihe von S*~* 



♦ N 



^ i)ie>e> Band könnte, wenn das analoge Band in ('._i vön der (/. — l)ten Ordnung 
i>t, nur dann von niedriijerer Ordnuui; jieiu. wenn in der durch dasselbe hergestellten 
collinearen Verwandtschaft zwischen L\-: und der Reihe ß. welche r>. und *iU-i ge- 
mein haben, die sremeinsame Reihe von R und T.-: sich >elb-t ent<|»räche: e> entspricht 
ihr aber l'i^i. 
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eine Kette (A— l)ter Ordnung ist. Letzteres trifft für ft = 4 zu. Da an die 
Stelle von (P^ jede andere Hauptgruppe von S^ treten kann, so ist die 
Hauptreihe von S* eine Kette Ater Ordnung. 

Hieraus folgt: Eine dem ft-Punktesystem einer Geraden angehörige 
(ft— l)-dimen8ionale Reihe ersten (rrades enthält höchstens k Gruppen, 
welche je aus einem Ar-fach zu zählenden Punkte bestehen. 

Durch die Zuordnung jeder Hauptgruppe (P*) zur zugehörigen Reihe 
*ljb-i 18*7 ^^^ ^^^ Ä^s dem vorigen Beweise erkennt, die Hauptreihe auf 
das Band der Reihen projectivisch bezogen. Hierdurch ist eine reciproke 
Verwandtschaft der in einander liegenden ft-Punktesysteme S* und S[ be- 
stimmt, in welcher offenbar der Hauptgruppe (P^), ob man sie zu S* oder 
zu S[ rechnet, die Reihe «|;t-i entspricht. Jeder Gruppe des Ar-Punktesystems 
ist hiermit eine Reihe zugeordnet. Die Reihe heisse die „Polarreihe" der 
Gruppe. 

§8. 

Correspondenz zwischen den Punkten auf geraden Linien. 

1. Durch die projectivische Beziehung einer geraden Punktreihe p' 
mit dem Träger g^ auf eine Kette K^ welche dem ft-Punktesystem S* der 
Geraden g angehört und von der Arten Ordnung ist, sind jedem Punkte auf 
g, welchem eine vollständige Gruppe von K entspricht, Ar Punkte von g 
zugeordnet, und umgekehrt sind jedem Punkte von g\ welcher in Ar Gruppen 
von K enthalten ist, Ar Punkte auf g' zugewiesen, diejenigen, welche diesen 
Gruppen entsprechen. Es ist also hierdurch eine Correspondenz (k, Ar) 
zwischen den Punkten von g und g' bestimmt. Die Gruppen der Punkte 
auf g\ welche je einem Punkte auf g entsprechen, bilden ebenfalls eine 
zum Ar-Punktesystem Si von g' gehörige Kette Arter Ordnung. Die Punkt- 
reihe p auf g ist so auf dieselbe projectivisch bezogen, dass jedem Punkte 
von g diejenige Gruppe entspricht, welche aus den ihm durch die Cor- 
respondenz zugewiesenen Punkten besteht. Denn durch die projectivische 
Beziehung von p' auf K ist auch das Band der singulären Reihen «it_i von 
Si projectivisch auf K bezogen (einer Gruppe von K, welche dem Punkte 
P'y entspricht, ist die Reihe sl'^^i zugeordnet). Hierdurch ist eine reciproke 
Verwandtschaft zwischen S'k und S* bestimmt. Den Reihen «tjt-i von S* ent- 
sprechen hierbei die Gruppen einer Kette Arter Ordnung. Diejenige dieser 
Gruppen, welche der Reihe slj^^i zugeordnet ist, besteht offenbar aus dea 

33* 
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Häuptern derjenigen Reihen «u_i, welchen die den Punkt P" enthaltenden 
Gruppen von K entsprechen. Durch die projectivische Beziehung einer 
geraden Punktreihe p' auf eine Kette, welche dem i- Punktesystem einer 
Geraden g angehört und von der &ten Ordnung ist, wird eine Correspondenz 
(Ä, A) bestimmt. Ist diese Kette in der Reihe R^k (Ä-dimensionale Reihe 
von S^) enthalten, und ist g' der Träger von p, so ist analog wie oben eine 
reciproke Verwandtschaft zwischen S[ und Rjj, bestimmt, in welcher den ge- 
meinsamen Reihen r^^^i von R^k mit den Reihen Sx^x-i die Gruppen einer Reihe 
von der Ordnung X zugeordnet sind. Die Gruppen der Punkte auf g\ welche 
durch die Correspondenz je einem Punkte von g zugeordnet sind, gehören 
also dem ft-Punktesystem von g' an und bilden eine „rationale" Reihe vom 

Grade X („Halbkette"). 

2. Haben*) Punktreihe und Kette, durch welche eine Correspondenz 
(&, Ä) bestimmt ist, denselben Träger, so fallen, wenn eine Gruppe der ihr 
zugeordneten singulären Reihe s^^^^i angehört, in dem Haupte der letzteren 
im Allgemeinen zwei entsprechende Punkte zusammen (Coincidenz). 

Um die Anzahl der möglichen Coincidenzen auszumachen, betrachten 
wir zunächst das „Bündel zweiter Ordnung /?L-i'' von Reihen n*_i; dasselbe 
wird als ein Bündel von (A— l)-facher Mannigfaltigkeit in den rj^^-i definirt, 
welches mit einem Büschel ßt,i höchstens zwei Reihen r^j^i und mit einem 
Bündel ßk,2 einen Büschel zweiter Ordnung (ihm entspricht in der Bezie- 
hung von /?;t,2 anf eine Ebene, wo Reihe r^t_i und Punkt zugeordnet sind, 
ein Kegelschnitt) eine Reihe oder keinie gemein hat. Im Falle & = 3 ent- 
spricht in der Beziehung des Dreipunktesystems auf den Raum (raa und 
Punkt zugeordnet) die Fläche zweiter Ordnung dem Bündel /^2. Die 
Reihen, welche ßl^-i niit einem Bündel ßk,k-x gemein hat, bilden im Allge- 
meinen ein Bündel /?t,k_i_i zweiter Ordnung von (&— A— l)-facher Mannig- 
faltigkeit. Seine Reihen haben mit einer «^gt-A Reihen gemein, welche sich 
auf die Reihen eines Bündels /?^_Ajt-i-i gründen. Was von dem Bündel 
/^,*-t gilt, lässt sich daher leicht auf das Bündel /3^,jt-A-i übertragen. 

*) Die allgemeinste Correspondenz, welche überhaupt im Contexte von Operationen, 
wie sie in dieser Abhandlung definirt sind, auftreten kann, ist die durch projectivische 
Beziehung von Kette auf Kette, Kette auf Halbkette oder Halbkette auf Halbkette 
bestimmte. Es lässt sich aber zeigen, dass sich jede solche Correspondenz zugleich durch 
die projectivische Beziehung von Kette auf Punktreihe bestimmen lässt. (Z. B. Kette 
wter Ordnung auf Kette wter Ordnung giebt eine Correspondenz, welche auf der Beziehung 
einer Kette wxwter Ordnung auf eine Punktreihe beruht.) 
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Satz: Die Reihen r^tt.i eines Bündels zweiter Ordnung von (Ar— 1)- 
facher Mannigfaltigkeit können durch eine reciproke Verwandtschaft zweier 
beliebiger von ihnen bestimmt werden. 

Beweis: Wir leiten aus der angenommenen Gültigkeit des Satzes für 
die Werthe von k<Cn seine Gültigkeit für Ar = w ab. R und R' seien zwei 
Reihen des Bündels zweiter Ordnung B^ von (Ar— 1)- fach unendlich vielen 
Reihen r^^^^. "ßjtjt_i und ^Bi,,,_^ seien zwei beliebige Bündel, welchen R 
angehört, dieselben mögen von B^ die Bündel zweiter Ordnung ^B^ und 
^B^ von (Ar— 2) -fach er Mannigfaltigkeit enthalten — dies ist der Fall, wenn 
zu '^j,it_i zwei Reihen von ß^ gehören, durch welche ein B^ nicht ganz 
angehörender Büschel /?», bestimmt ist. '^^ß*.jk_2 sei das gemeinschaftliche 
Bündel von "-ßu-i ^"d ^^itjb-u welches von B^ das Bündel zweiter Ordnung 
"*J?^ von (Ar— 3)-facher Mannigfaltigkeit enthält (dies erreicht man, indem 
man "^-ß;t^-2 vor 'J?jt,i-i passend wählt), "ß bedeute eine beliebig gewählte 
Reihe von "J?\ R habe mit den Reihen von *B^^^i bezw. "^ß;t.t-2 die Reihen 
des Bündels '6 bezw. "^6 gemein. Gleicherweise bestimmen "fi und "ß;t;t_i 
das Bündel **/?. Die Reihen von *^ß^ sind durch eine reciproke Verwandt- 
schaft von "6 und "/? bestimmt; hierbei werden die Reihen von "^ß- durch 
eine Verwandtschaft von "^6 und einem Bündel "^/9^ dessen Reihen der Reihe 
"^ß von "'ß' angehören, bestimmt, "ß, "^ß und ß' sind in einem Bündel 
ßi2 enthalten, welches im Allgemeinen von ^ß^ noch eine Reihe (^ß) ent- 
hält. Wir machen jetzt die Annahme, dass es unter den die Reihen von 
'ß^ bestimmenden reciproken Verwandtschaften von ^6 und ^ß Qß hat ana- 
loge Bedeutung wie "/?) eine giebt, welche zur Bestimmung von "^ß^ dieselbe 
Verwandtschaft zwischen '"6 und "^/? ergiebt. Durch die Beziehungen von 
"6 auf "/? und von '6 auf ^ß ist eine reciproke Beziehung von "6 bezw. ^b 
auf die gemeinsame Reihe von R und "ß bezw. ß' und 'ß hergestellt. 
Das gemeinschaftliche Bündel von "6 und ^b, "^6, ist durch beide Be- 
ziehungen in gleicher Weise auf die gemeinschaftliche Reihe von ß' 
mit '^ß und ^ß bezogen. Hierdurch ist also eine reciproke Beziehung von 
R auf ß' festgelegt, durch welche, wie man leicht erkennt, ein Bündel 
zweiter Ordnung bestimmt ist. Dieses muss mit ß^ zusammenfallen. Denn 
irgend eine Reihe von ß^ bestimmt mit ß' und zwei Reihen von *"ß^ ein 
Bttndel /?^,3, welches mit "ß^ und ^ß^ je einen Büschel zweiter Ordnung 
gemein hat. Durch diese Büschel und durch ß' ist ein einziges Bündel 
zweiter Ordnung von ßt,;^ bestimmt; ihm gehört jene Reihe von ß^ an. 
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Dass das zuletzt Angenommene für ft = « zutrifft, folgt aus der freien Wahl 
unter den reciproken Verwandtschaften zwischen % und "/?, welche zur 
Bestimmung von ^B^ dienen können. Unser Satz gilt also allgemein, da 
er für ft = 3 gilt. In allen das Bündel B^ bestimmenden reciproken Bezie- 
hungen von R auf Ä' ist der gemeinsamen Reihe r^jt^j derselben ein R 
enthaltendes Bündel ßj,j,_i zugeordnet, welchem alle Büschel ß^i mit nur einer 
Reihe von B^ (nämlich ß) angehören. Man erkennt dies aus dem Ver- 
halten der zu B^ gehörigen Bündel /3^,2, welche R und R' enthalten. 

3. Anzahl der Coincidenzen einer Correspondenz (k, &). Durch die 
projectivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette mit gleichem 
Träger, durch welche eine Correspondenz (ft, k) bestimmt ist, wird eine 
reciproke Beziehung des ft- Punktesystems des Trägers auf sich selbst 
gegeben. Existiren in dieser Beziehung Reihen, welche ihre entsprechenden 
Gruppen enthalten, so bilden sie im allgemeinen Falle ein Bündel ßi^^^i. 
Die höchste Anzahl der gemeinsamen Reihen dieses Bündels mit dem Band 
der singulären Reihen «|jt-i ist die höchste Anzahl der Coincidenzen, welche 
die Correspondenz haben kann (es können auch alle 8j,j,^i dem Bündel zu- 
gehören). Seien «",*-! ^^^ *i.*-i zwei solcher Reihen, so sind den Reihen 
«It,i-2 durch eine das Bündel zweiter Ordnung bestimmende reciproke Bezie- 
hung von «!tVi ^^^ *i,*-i ^^^ Gruppen einer Kette (Ar— l)ter Ordnung zu- 
geordnet. Durch die projectivische Beziehung des Bandes der 8%^2 auf 
das Band der «I.l_2, in welcher der Reihe «lt-jt_2 die Reihe «ij;_2 entspricht, 
ist jene Kette projectivisch auf das Band der 4|-i bezogen. Bedeutet ix 
die höchste Anzahl der Reihen «i[,i_2, welche hierbei ihre zugeordneten 
Gruppen enthalten, so ist ,a + 2 die höchste Anzahl der Coincidenzen der 
Correspondenz (*, ft). Da ^i offenbar auch die höchste Anzahl der Coin- 
cidenzen für (ft— 1, &— 1) vorstellt, und da /^ = 4 ist, wenn Ar = 3 ist, so be- 
trägt die Anzahl der Coincidenzen für (&, Ar) im Allgemeinen höchstens 2 Ar. 

Correspondenz (Ar, l). Eine Correspondenz (Ar, k) sei durch die pro- 
jectivische Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette Ater Ordnung mit 
demselben Träger bestimmt. Die Kette, welche in der Reihe Ä^ enthalten 
sei, ist hierdurch projectivisch auf das Band der Reihen «jt^.i bezogen und 
damit auch auf das Band der Reihen Si,^i^i (^it Ar— i+1 Häuptern), welche 
der Reihe S^^i mit Ar— >- Häuptern angehören {Sj,x ist beliebig gewählt). 
Hierdurch ist eine reciproke Verwandtschaft zwischen Ä^ wnd Ski fest- 
gelegt. Die Reihen ri.,t_i, welche je eine Gruppe von ß^ mit der zuge- 
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Reihe von B gemein hat. Unter den reciproken Verwandtschaften zwischen 
*M-i und *i,]k_i, welche zur Bestimmung der Reihen von ß^ dienen, befindet 
sich eine, in welcher «"^..j in obiger Art auf das Bündel B' bezogen ist 
(Nr. 2. — Man kann diesen speciellen Fall auch leicht direct mittelst An- 
wendung des Schlusses von k auf A+l untersuchen). Dem Band der 
Reihen «i|_i entspricht hierbei eine Kette von «*jfc_i, welche sich auf eine 
Normalkette des (Ar— 1)-Punktesystems gründet; dieselbe hat ebenfalls das 
Centrum P*\ In der Beziehung von «yjt_2 auf B' ist nämlich jeder Reihe 
von «*,t_2? welche sich auf eine Unterreihe von s^t^i gründet, eine Unter- 
reihe von «y^t-i zugeordnet. Aus dem Bisherigen folgt, dass die höchste 
Anzahl der Coincidenzen im Falle & nur Eins mehr betragen kann, als 
im Falle k—1. Im Falle ft = 2 beträgt sie Zwei. (Man hat hier in der 
Beziehung auf die Ebene einen Kegelschnitt, dessen Punkte den Tangenten 
eines ihn berührenden Kegelschnittes projectivisch zugeordnet sind.) 

Bemerkung. Die Normalkette entspricht in der analytischen Geometrie 
der Gleichung f(x,y)=^0 wten Grades mit zwei Unbekannten, wobei y 
einen Parameter darstellt und x die Lage von Punkten auf einer Geraden 
bestimmt. Das Centrum der hierdurch bestimmten Normalkette ist hier der 
unendlich ferne Punkt. 

(Fortsetzung folgt.) 
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lieber lineare homogene Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, für welche die Umkehrungsfunction 

von endlicher Vieldeutigkeit ist. 

(Von HeiTn Ludwig Schlesinger.) 



In einer Arbeit*) habe ich einige ReBultate mitgetheilt, die sich auf 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten 
und discontinuirlicher Gruppe beziehen. Dieselben Hessen eine gewisse 
Analogie zwischen den Differentialgleichungen der erwähnten Art und jenen 
mit durchaus algebraischen Integralen erkennen, eine Analogie, die offenbar 
in noch verstärktem Grade zu Tage treten wird, wenn wir unter den 
Differentialgleichungen mit discontinuirlicher Gruppe insbesondere diejenigen 
betrachten, für welche die Anzahl der Werthe der unabhängigen Variabein 
I, in denen, auf geeigneten Wegen fortgesetzt, der Integralquotient iy den- 
selben Werth erreicht, eine endliche ist. 

Auf den folgenden Blättern werden die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen für das Eintreten dieses Falles unter der Voraussetzung 
entwickelt, dass die Gruppe der Differentialgleichung eine Fuchs^ehe sei. 
Bei dieser Gelegenheit gebe ich auch eine Verallgemeinerung und Anwen- 
dung der von mir**) flir einen besonderen Fall Fuctocher Functionen mit 
symmetrischer Gruppe durchgeführten Erzeugungsweise dieser Functionen 
durch unendlich oft wiederholte Transformation. 

I. 
Wenn in der Differentialgleichung 

(A.) -J^- = -r^^— 9 = ^®D, 



*) Dieses Journal Bd. 110, S. 130—157. 
••) Ebenda Bd. 105, S. 181—232. 
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WO (p(§) eine ganze rationale Function vom höchstens (r— 2)ten Grade in 
S bedeutet, die unabhängige Variable S als Function des Integralquotienten 
f] von endlicher Vieldeutigkeit sein soll, so genügt S einer Gleichung 
der Form: 

(1.) S'+Mri)^^-' + '- + A,(ir,) = 0, 

wo p eine positive ganze Zahl, -4i(i?), . . ., Ap(rj) eindeutige Functionen von 
Tj bedeuten. Bezeichnen wir mit li, . . ., §p die p verschiedenen Zweige der 
durch die Gleichung (1.) definirten Function S von tj und setzen, nach dem 
Vorgange von Herrn Fuchs *)^ 

(2.) x^ n(t-Q = W(r{), 

SO ist ip(r]) eine eindeutige Function von ri, die aber auch eine eindeutige 
Function von | sein muss, da bei einem Umlaufe von f die §i, ..., f^ nur 
eine Permutation erfahren können. Folglich bleibt rp(ri) ungeändert, wenn 
wir auf i? eine Substitution der zur Differentialgleichung (A.) gehörigen 
Gruppe G anwenden. Eine Gruppe linearer Substitutionen, durch deren 
Anwendung auf die unabhängige Variable einer eindeutigen Function diese 
Function ihren Werth nicht verändert, ist nothwendig eine discontinuirliche, 
d. h. eine FiieA^sche oder /T/efnsche Gruppe; wir schliessen demnach, dctss 
die Gruppe G eine discontinuirliche sei. Es kann aber 1^(77) auch nicht an 
zwei verschiedenen Stellen 1?, die nicht durch Substitutionen von G aas 
einander hervorgehen, denselben Werth annehmen, da der Ausdruck y^(ri) 
in jedem der Zweige |, (;?= 1, 2, ..., p) vom ersten Grade ist; die Gruppe 
G ist daher vom Geschlecht Null, und jede zu G gehörige Fticibsche oder 
^^nsche Function ist rational durch x = yj(ri) darstellbar. Insbesondere 
folgt, dass die Coefficienten i4i(^), ..., -^^(ij) der Gleichung (1.) lineare 
Functionen von x sein müssen, und da dieselben nur unendlich werden 
können, wenn eines der li, . . ., 1^ unendlich wird, d. h. nur an einer Stelle 
ij innerhalb des zur Gruppe G gehörigen Fundamentalpolygons, so haben diese 
linearen Functionen denselben Nenner, d. h. x ist eine rationale Function 

(3.) :r = ^ 

von I, wo Qy h ganze Functionen pten Grades von | ohne gemeinschaftlichen 



*) Acta Mathematica Ikl. 1, 8. 335. 
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Theiler bedeuten. Die Differentialgleichung 
(B.) -g- = P(x)y, 

welcher 

genttgen, geht also durch die rationale Transformation 

y-\d^J^' ^- Ä($) 

aus (A.) hervor, es ist demnach: 
I. jede aus den Elementen 

eines Fundamentalsystems eon (A.) gebildete invariante eindeutige Form*) die 
Wurzel aus einer rationalen Function von §. 

Wir schliessen hieraus, dass die Wurzeln der zu den singulären 
Punkten von (A.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen ratio- 
nale Zahlen und die wesentlich singulären Stellen der Gruppe G insgesammt 
wesentliche singulare Punkte (Punkte der Unbestimmtheit) für die Function 
^ von T] sind. Haben also Li, £2, r. ., L^ dieselbe Bedeutung wie in meiner 
Arbeit**), so existirt, wenn qZ>^ ist, | als Function von ??, ebenso wie x^ 
nur in einem der Bereiche Li, £29 •••9 l'qy und die functionale Beziehung 
zwischen § und ^ wird durch die eindeutige Gleichung (1.) vollständig dar- 
gestellt. Es soll nun die Beschaffenheit der rationalen Functionen Q(J) 

und ^Jr eingehender discutirt und insbesondere flir eine gegebene discon- 

tinuirliche Gruppe G oder, was dasselbe ist, flir eine bestimmte Differential- 
gleichung (B.) die Form der Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen der Gleichung (A.) angegeben werden. Wir wollen jedoch 
der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die Gruppe G eine FiicA^sche 
und der Existenzbereich L der Functionen | und x von t] ein einfach zu- 
sammenhängender sei, in dessen Inneren sich keine wesentlich singulare 
Stelle der Gruppe befindet. L ist dann im Allgemeinen eine Kreisfläche, 



*) Dieses Journal Bd. 110, S. 143. 
•*) a. a. 0. S. 134. 
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nur in gewissen Grenzfällen (wenn nämlich die in meiner Arbeit*) mit v 
bezeichnete Zahl Null oder positiv ist) erfüllt L die ganze Ebene. 

IL 
Es seien «i, 02, ..., a„, 0^1=00 die singulären Punkte der zur 

Gruppe G gehörigen Differentialgleichung (B.) und -^ die Differenzen der 

Wurzeln der zu a: = a, (;^ = 1, 2, . . ., n+1) gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen, wo also die ß^ positive ganze Zahlen bedeuten oder auch 
(für logarithmisch singulare Punkte) unendlich gross sein können. Bedeutet 
q)(t) eine rationale Function pten Grades von t, d. h. eine rationale Func- 
tion, deren Zähler oder Nenner von gemeinsamen Factoren befreit, bis zum 
pten Grade ansteigt, und setzen wir in die Differentialgleichung (B.) 

ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung 

(0.) -^ = Ä(09 

für i), wo Ä(0 eine rationale Function von t bedeutet, in welcher t als 
Function des Integralquotienten tj im Allgemeinen p-deutig ist, und es sind, 
wenn wir unter (p(f) die allgemeinste rationale Function pten Grades ver- 
stehen, nach den Ergebnissen der vorigen Nummer in der Form (C.) auch 
alle Differentialgleichungen enthalten, deren Gruppe G und deren unab- 
hängige Variable eine p- deutige Function des Integralquotienten ij ist. 
Bei besonderer Wahl der rationalen Function (p(f) kann es jedoch eintreten, 
dass die Anzahl r der f-Werthe, für welche rj denselben Werth zu er- 
reichen vermag, kleiner ist als p; in diesem Falle muss offenbar durch An- 
wendung der Transformation (1.) auf die Differentialgleichung (B.) die 
Gruppe G der letzteren eine Reduction erfahren haben, d.h. es ist die 
Gruppe der Differentialgleichung (C.) nur eine Untergruppe & von G, und 
zwar nach Nr. I eine solche vom Geschlechte Null. Sei alsdann r jene 
zur Untergruppe G' gehörige FticÄ^sche Function, durch welche sich alle 
anderen rational ausdrücken lassen, so ist: 

X = v^(t), 

♦) a. a. 0. S. 144. 
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und nach No. I: 

WO V^(t), (pi(t) rationale Functionen ihrer Argumente, ^i(t) eine solche vom 
rten Grade bedeuten. Setzen wir nun in die Differentialgleichung (B.) 

(2.) «^ = ^(0, y = (^)*«, 

80 erhalten wir eine Differentialgleichung 
(B'.) ^ = S(r)u, 

mit eindeutig umkehrbarem Integralquotienten, deren Gruppe G' ist, und 
welche durch die Transformation 

(3.) T = y,(0, « = (4f)% 

in (C.) übergeht. Die beliebige rationale Transformation (1.) lässt sich 
also stets in zwei hinter einander auszuübende ebenfalls rationale Trans- 
formationen (2.) und (3.) spalten, von denen die erstere die Reduction der 
Gruppe, die letztere die Mehrdeutigkeit der aus dem Integralquotienten 
entspringenden Umkehrungsfunction bewirkt. Die Natur der die Gruppe 
reducirenden rationalen Transformationen (2.) ist aus der Theorie der Fuchs- 
sehen Functionen wohlbekannt, es muss nämlich*) t als Function von x 
sich nur allein an den Stellen a^, o^, . . ., a^+i und zwar daselbst derart 
verzweigen, dass die um Eins vermehrten Ordnungszahlen der über x = a^ 
gelegenen Windungspunkte, wenn ß^ eine endliche Zahl ist, Theiler von 
/3^, dagegen, wenn ß^ = oo, ganz beliebige sind. Auf Grund dieser Eigen- 
schaft der Transformation (2.) lässt sich, wenn die Differentialgleichung (B.) 
gegeben ist, ftir jede rationale Transformation (1.) auf algebraische Weise 
entscheiden, ob in der Differentialgleichung (C.) die Mehrdeutigkeit von t 
als Function von rj mit dem Grade von q)Q) übereinstimmt oder nicht, es 
lässt sich also in jedem gegebenen Falle die allgemeinste Form einer 
Differentialgleichung (C.) mit der discontinuirlichen Gruppe G und p- deutig 
umkehrbarem Integralquotienteii angeben. 

Betrachten wir nun die zu der Differentialgleichung (B.) gehörige 
allgemeine Primform**) als Function der mit x durch die rationale Gleichung 

(4.) X = <p(0 = |[Ö- 



*) Vergl. Poincare, Acta Mathem. Bd. 4, § 16, S. 285fr. 
**) Dieses Journal, Bd. 110, S. 146. 
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verknüpften Variabein L Mögen dem a? = o, (x = 1, 2, . . ., w+l) die Werthe 
< = 6J*> (t = 1, 2, ...,|U,) als l^'^'isLch zu zählende Wurzeln entBprechen, so 
dass also 

und setzen wir Überdies voraus, dass b^^^^^ = oo sei, dann ist 

(5.) A(0 = n (/-6i"+»')'' , 

und wenn 

(6.) hg'-gh' ^ n n(t-b\'^t n (/-6rT nCt-b,), 



x=l i=l »=1 i=l 



WO g^', A' die Ableitungen von g, h nach t und 6i, . . . , b^ von den 6J'^ ver- 
schiedene Grössen bedeuten: so haben wir die Gleichung 

(7.) ^ = 2p-2-2'i"(iI'^-l). 

Die Differenz der Wurzeln der zu < = b^"^ gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (C.) ist 



A ' 
diese Punkte sind also wesentlich singulare, unwesentlich singulare oder 
reguläre Stellen, je nachdem X\'^ kleiner als /?,, ein Vielfaches von /?, oder 
gleich ß^ ist; dagegen sind < = 6i, ..., b^ im Allgemeinen, d. h. wenn 
diese Werthe sämmtlich von einander verschieden sind, unwesentlich singu- 
lare Punkte, und die Differenz der Wurzeln der zu denselben gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichungen ist gleich Zwei. 

Wir schreiben die allgemeine Primform in der Gestalt: 

r\ t 1 \ 

und in den Elementen 

/ d( \i / dt \i 

des zur Differentialgleichung (C.) gehörigen Fundamentalsystems: 

V 
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dann ist den Gleichungen (5.), (6.) zufolge: 



(8.) 






WO 

(9.) f(t) = ag(t)+bh{t) 

gesetzt wurde. Bezeichnen wir mit 61, 621 • • ^ ^r^ ^rfi = ^ die Bämmtlichen 
singalären Punkte der Differentialgleichung (C), mit d^ die nicht negative 
Differenz der Wurzeln der zu 6, gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung, so stellt der Ausdruck 

(10.) f(t)n(t-K)'^' ' '\ 

x=l 

wo 

(11.) -4 = 2'(l-^.)-2 

ist, eine ganze invariante eindeutige Form von Q^, Q2 dar, welche innerhalb 
des Existenzbereichs L der Function x von 1? nur an den den Wurzeln von 
f(f) = entsprechenden ??-Werthen, also nach Gleichung (9.) innerhalb des 
zur Gruppe G gehörigen Fuudamentalbereichs nur an einer Stelle ij ver- 
schwindet. Dieser Ausdruck ist also eine Primform, welche dieselbe Null- 
stelle hat wie ^(^i, ^2); er muss also nach dem Theorem 1), No. II meiner 
Arbeit*) mit ^(^i, ^2) übereinstimmen. Wir schliessen hieraus, dass 

(12.) iV = ^ 

ist, ein Resultat, welches sich auch durch directe Ausrechnung verificiren lässt 
Ist keines der ß^ unendlich, also auch keines der J, gleich Null, so liefert 

die Zahl — -jr- die Anzahl der Nullstellen von ^i als Function von t, wobei 

jede Nullstelle mit ihrer zugehörigen Ordnungszahl, die Unendlichkeitsstellen 
als negative Nullstellen zu zählen sind. Da G eine FiieA^sche Gruppe ist, 
so ist der mit 2 71 multiplicirte absolute Betrag derselben Zahl gleich dem 
pseudosphärischen Inhalt (dem Fowcar^schen S) des zur Differentialgleichung 
(C.) gehörigen Fundamentalbereichs, und da dieser offenbar aus p neben 
einander oder über einander oder theils neben, theils über einander gelagerten 



•) Dieses Journal Bd. 110, S. 147. 
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Fundamentalbereichen der Differentialgleichung (B.) besteht, (je nachdem 
nämlich t eindeutig oder p- deutig oder von geringerer als p-facher Viel- 
deutigkeit in rj ist), ist die Gleichung (12.) auch geometrisch evident. 

Da die Differentialgleichung (A.), in welcher 5 eine p-werthige Function 
von rj ist, in der Differentialgleichung (C.) enthalten sein muss, gelten ^ie 
hergeleiteten Formeln, wenn wir in denselben § an die Stelle von t setzen, 
unmittelbar für die Differentialgleichung (A.). Wir haben also das Theorem: 

I. Wenn in der Differentialgleichung (A.) die unabhängige Variable 
als Function des Integralquotienten von endlicher Vieldeutigkeit sein soll, so 
muss die Zahl N ein aliquoter Theil der Zahl v sein; die letztere ist unmittel- 
bar gegeben^ sobald die Gruppe der Differentialgleichung (A.) bekannt ist. 

Bedeutet p, die kleinere der Wurzeln der zu § = 6^ gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, ist also 

9i = i"-i^o 
so ist im Allgemeinen jede Primform ^ten Grades, wo |/^|^|^| ist, in 
der Umgebung von § = 6^ in der Gestalt: 

(13.) * = (S-b^rWiS) 

darstellbar, wo W(S) die Wurzel aus einer rationalen Function ist, die für 
I = 6^ einen endlichen von Null verschiedenen Werth hat. Nur wenn dem 
i = bi der Werth x = a entspricht, lautet*) für die zu x = a gehörige Prim- 
form ^^ten Grades *« die Entwickelung in der Umgebung von | = 6, 

(14.) *. = (^~6,)'^'~''''^'»^®, 

wo W(S) dieselbe Bedeutung hat wie in Gleichung (13.), und wo, wenn a 
ein singulärer Punkt der Differentialgleichung (B.) und das zugehörige ß 
eine endliche Zahl ist, ^,/3 = v, dagegen wenn ß = oo oder a eine nicht singu- 
lare Stelle ist**), jUi = v zu nehmen ist. Es gilt also das folgende, für die 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen von Herrn F«cä«***) auf- 
gestellte Theorem: 

II. Von den zur Differentialgleichung (A.) gehörigen Primformen hat 
in der Umgebung des singulären Punktes § = 6, eine die Gestalt (14.), die 
übrigen die Gestall (13.). 



*) Vergl. a. a. 0. S. 146. 
**) a. a. 0. No. III S. 152. 
***) Dieses Journal Bd. 85, S. 17. 
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Ferner ergiebt sich aus dem Vorhergehenden unmittelbar: 

III. Die Nenner der Wurzeln der zu nicht logarithmisch singulären 
Punkten gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Differential- 
gleichung (A.) sind Theiler der Zahlen 2/5, (wo x diejenigen der Zahlen 1, 
2, ..., n+l bedeutet, für welche ß^ einen endlichen Werth hat); für 
logarithmisch singulare Punkte haben die determinirenden Fundamentalgleichungen 
gleiche Wurzeln. 

Wenn die Differentialgleichung (A.) durchaus algebraische Integrale 
hat, können bekanntlich*), falls der Grad der Primform niedrigsten Grades 
grösser als zwei ist, die ß^ nur die Werthe 2, 3, 4, 5 annehmen; in diesem 
Falle stimmt unser Satz HI. mit dem Theorem von Herrn Fuchs**) Uber- 
ein. Der hier gelieferte Beweis desselben beruht auf wesentlich anderen 
Principien als die vier verschiedenen Beweise, welche Herr Fuchs**^) für 
sein Theorem gegeben hat; für den auf endliche Werthe der ß^ bezüglichen 
Theil des Satzes IIL möge hier noch ein zweiter Beweis folgen. 

Seien -2*1, JS^, ..., -S„, JS'^.^i die Substitutionen, welche ein wohl- 
bestimmter Zweig von t] erleidet, wenn die unabhängige Variable x der 
Differentialgleichung (B.) einfache, positive Umläufe um die Punkte öj, 
02, . . ., ö,, a„4.i vollzieht, und seien a^j, 0^2? • • •? ^em^ «^«-hi = ^ diejenigen 
dieser singulären Werthe, für welche ß^ einen endlichen Werth hat. 
Dann sind die Substitutionen -2*^,, (;f = 1, 2, ..., iw+l) elliptische von der 
Periode /?„, d. h. es ist 

(15.) JSfr = 1, 

und wenn wir mit a^, denjenigen Werth bezeichnen, welchen jener Zweig 
von 1] im Punkte x = a,^ annimmt, ist «e* der innerhalb des Existenzbereichs 
L der Function x von ri gelegene Doppelpunkt von -2*^. Da -2*^, ..., -2; 
ein System von Fundamentalsubstitutionen der Gruppe G constituiren und 

-^»4-1 ^^ C^^M -^25 •••? ^n) 

ist, werden durch die Formel 

(16.) 2^eij U, = 1, 2, . .., ^,,-1) 

die sämmtlichen elliptischen Substitutionen der Gruppe G dargestellt, welche 



*) Vgl. z. B. Schwarz, dieses Journal Bd. 75, S. 323. 
♦♦) Dieses Journal Bd. 81, S. 135; Bd. 85, S. 18, 21. 
•**) Ebenda. 
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t] = a^, zum Doppelpunkt haben. Da ferner als Doppelpunkte von ellipti- 
schen Substitutionen der Gruppe G nur solche innerhalb L gelegenen i?- 
Werthe fungiren können, die den Punkten a^, congruent sind, d. h. aus 
diesen durch Substitutionen der Gruppe hervorgehen, werden wir die Ge- 
sammtheit der in der Gruppe G enthaltenen elliptischen Substitutionen er- 
halten, indem wir die Substitutionen (16.) für ;tf= 1, 2, ..., m+1 mit allen 
Substitutionen von G transformiren; insbesondere werden also alle elliptischen 
Substitutionen, welche dem a^^ congruente Punkte zu Doppelpunkten haben, 
in der Form 

enthalten sein, wo S eine beliebige Substitution von G bedeutet. Nun sind 
die Substitutionen l/?**^, welche jener Zweig von i? erfährt, wenn die unab- 
hängige Variable f der Differentialgleichung (A,) einfache positive Umläufe 
um die Punkte S = 6,^*'^ vollzieht, offenbar elliptische Substitutionen von G, 
deren innerhalb L gelegene Doppelpunkte dem Punkte t] = «e* congruent 
sind, folglich ist 

wenn 

den innerhalb L gelegenen Doppelpunkt von 0"^'^ bedeutet Sei nun 
/?p'^ der Nenner der positiven Differenz JJ**^ der Wurzeln der zu ^ = 6,^**^ 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist ß^'^"^ die kleinste 
Zahl, für welche 

(m-^f = 1, 

und folglich ist nach Gleichung (15.) 

wo Q eine ganze Zahl ist, die mit /?J"^ keinen Theiler gemein hat. Hier- 
aus ergiebt sich: 

/?.. = (mod.fn, 

d. h. der Satz HL 

Wenn die Differentialgleichung (B.) bekannt ist, so lässt sich auf 
Grund der vorhergehenden Entwickelungen stets durch einen endlichen 
Process entscheiden, ob | als Function von rj von endlicher Vieldeutigkeit 
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ist oder nicht. Dies ist also z. B. stets möglich, wenn i = x and 



wo 



' = 7^ (*(')' +B 



y, = »._^._/.(^) 



dx 

und eine beliebige rationale Function von x bedeutet, d. h. wenn*) die 
Differentialgleichungen (A.) und (B.) nach der Bezeichnungsweise von 
Riemann**) zu derselben Klasse oder nach der von Herrn Poincare***) zu 
derselben Art (esp6ce) gehören. In vielen Fällen lässt sich jedoch diese Frage 
für eine gegebene DiflTerentialgleichung (A.) auch ohne Kenntniss der Diffe- 
rentialgleichung (B.), wenigstens im negativen Sinne, entscheiden. Ergiebt 
sich z. B. für die Zahl iV ein positiver Werth, so muss, damit ^ von end^ 
lieber Vieldeutigkeit in i? sei, die Differentialgleichung algebraisch integrir- 
bar sein, es bedarf also nur der Anwendung der von Herrn Fuchs angege- 
benen Kriterien. Wenn für einen singulären Punkt die Differenz der 
Wurzeln der determinireuden Fundamentalgleichung eine ganze Zahl, dieser 
Punkt aber kein unwesentlich singulärer ist, so ist | jedenfalls unendlich 
vieldeutig in i?, wie aus dem Theorem III., aber auch schon daraus folgt, 
dass I in der Umgebung eines diesem Punkte entsprechenden ij-Werthes 
selbst von unendlicher Vieldeutigkeit ist; als Beispiel für diesen Fall kann 
etwa die Differentialgleichung dienen, welcher die Periodicitätsmoduln des 
elliptischen Integrals zweiter Gattung als Functionen des Moduls genügen. 
Im allgemeinen Falle leitet die Analogie mit den auf die algebraisch inte- 
grirbaren Differentialgleichungen bezüglichen Resultaten von Herrn Fuchs 
auf eine Methode, welche eine Beantwortung der angeregten Frage auch 
ohne Kenntniss der Differentialgleichung (B.) gestattet, und die überdies 
einige Gesichtspunkte zu Tage treten lässt, die vielleicht der Mittheiluug 
nicht unwerth erscheinen. 



kehren : 



in. 

Der in Nr. I aufgestellte Satz I. lässt sich in folgender Weise um 



*) Vgl. Poincari, Acta Mathematica Bd. 5, S. 220. 
**) Gesammelte Werke, Nachlass, S. 361. 
**♦) a. a. 0. S. 212. 

35* 
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I. Wenn eine aus den Elementen t)i, 1)2 eines Fundamenlalsystems der 
Differentialgleichuhg (A.) gebildete invariante eindeutige Form die Wurzel aus 
einer rationalen Function ran S ist, so ist S als Function ton rj von endlicher 
Vieldeutigkeit. 4 

Zum Beweise dieser Umkehrung genügt es, auf die Gleichung (10.) 
Nr. I meiner Arbeit*) zu verweisen, in welcher unter der in unserer Be- 
hauptung enthaltenen Annahme das zweite Glied eine algebraische Function 
von I ist. Aus dem analogen Satze für die Differentialgleichungen mit 
durchaus algebraischen Integralen**) fliessen bei Herrn Fuchs die Kriterien 
für die algebraische Integrabilität, weil 1) bekannt ist, dass, wenn der Grad 
der Primform niedrigsten Grades grösser als 2 ist, die oben mit ß^ bezeichneten 
Zahlen nicht grösser als 5 sein können, und 2) vermöge der Thatsache, dass 
bei Herrn Fuchs die ganzen invarianten Formen ganze rationale Functionen 
der ^1, \)2 sind, leicht übersehen werden kann, wie sich eine solche Form 
verhält, wenn man in derselben ^i, 1)2 durch ein Fundamentalsystem u^ u^ 
einer beliebigen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit in ^ 
rationalen Coefficienten ersetzt und die unabhängige Variable ^ alle möglichen 
Umläufe vollziehen lässt. Untersuchen wir, in wie weit diese beiden Um- 
stände in unserem allgemeinen Falle zutreffen. 

Was zunächst den ersten Punkt anlangt, so lässt sich, wenn die 
Differentialgleichung (A.) gegeben ist, auf folgende Weise eine stets angebbare 
obere Grenze für die endlich bleibenden ß^ bestimmen. Da für iV> 
ß^^6 sein muss, können wir iV<;0, also nach Gleichung (12.), Nr. H, 
auch y<0 voraussetzen. Dann ist, wenn alle ß^ (;? = 1, 2, ...,»+l) un- 
endlich gross sind, (1— »)v = 2, und wenn die sämmtlichen ß^ den Werth 
2 haben, (3— w)^ = 4:; folglich ist allemale 

n-1 ^ 1 ^ n-3 



2 = V = 4 

Es bedeutet n die Anzahl der Fundamentalsubstitutionen der zur Differential- 
gleichung (A.) gehörigen Gruppe, also n^r, ferner ist für » = 2, — »^ ^ 42, 
(-1/ = 42 entspricht ß, = 2, /?2 = 3, ß^ = 7), also 

d. h. wir haben fUr v = Np ebenso wie für n nur eine endliche Anzahl von 



♦) Dieses Journal Bd. 110, S. 140. 
**) Dieses Journal Bd. 81. 



Schlesinger, über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 277 

Möglichkeiten. Denken wir uns den Zahlen v, n ein bestimmtes der für 
dieselben als möglich erkannten Werthsysteme beigelegt, und sei ay = — p, 
wo p, a positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten, so 
ist also: 

P 2: ^ = p(«-l)-2(7, 

folglich 

ß > ? 

' ' = p(n-l)-2(j ' 

aber jedenfalls ß„ ^ 2. Sei fi die sich so ergebende ganzzahlige untere 
Grenze für ß^, so unterliegt die Maximal anzahl a derjenigen ß^ die un- 
endlich gross sein können, der Beschränkung 

a <1 n+l— -^^^ (LI. 

Sei nun k^a die Anzahl der unendlich grossen ß^, so ist für jedes end- 
liche ß^: 

1 ^ p(«-l)-2n _"-^ 1 



Ä P 1=1 i^i' 

WO die fii als die möglichst kleinsten, aber nicht unterhalb fi liegenden 
positiven ganzen Zahlen zu wählen sind, für welche die linke Seite dieser 
Ungleichung einen positiven Werth erhält, der nicht grösser ist als \. 
Also giebt es für jedes Werthsystem v^ n, l, und da diese nur in be- 
schränkter Anzahl vorhanden sind, überhaupt, eine obere Grenze cd für die 
endlich bleibenden ß^. 

Wenn wir holoedrisch isomorphe Gruppen als nicht wesentlich von 
einander verschieden betrachten, so ist nunmehr leicht einzusehen, dass es 
nur eine endliche Anzahl wesentlich verschiedener Gruppen geben kann, 
welche den Anforderungen genügen, die vermöge der postulirten Beschaffen- 
heit der Differentialgleichung (A.) an die Gruppe derselben zu stellen sind. 
Bezeichnen wir nämlich die Seiten des Fundamentalpolygons der Gruppe G 
der Reihe nach mit 1, 2, . . ., 2ii^ so können wir in der von Herrn Poincare*) 
benutzten Schreibweise das Fundamentalpolygon durch das Symbol 

(1.) (1, 2«; 2, 2w-l; ...; n, n+1) 

darstellen, und es bilden die Ecken (1,2«) und (n, n+1) jede für sich, 
dagegen die Ecken (^—1, ;?) und (2n—x, 2n—x+l)^ für ;f = 2, 3, . . ., (»—1), 
zusammen je einen Cyklus; wir bezeichnen diese Cykeln mit (1), (n+1) 



*) Acta Mathematica Bd. 1, S. 3G. 
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beziehungsweise» (;f.)- Bedeutet dann S, die Substitution, welche die Seite 
X in 2n—x überführt, und setzen wir 

-2\ = 5>,, -2*, = SjiiS,, -2*^+1 = S~\ («=2,3,..., ») 

so ist -2*,, (;?= 1, 2, ...,»+l) eine elliptische Substitution von der Periode 

2fE 

ß^, wenn die Summe der Winkel des Cyklus (x) —^ beträgt, d. h. 

(2.) JSf- = 1, 

dagegen ist -2, eine parabolische Substitution, wenn /?, = oc ist. Die Re- 
lationen (2.) sind die einzigen Fundamen talrelationen der Gruppe*), und folglich 
sind zwei Gruppen, für welche das Symbol (1.) und die Werthe der Zahlen 
/?, übereinstimmen, holoedrisch isomorph**), also nicht wesentlich von ein- 
ander verschieden. Da die Gruppe der Differentialgleichung (A.) eine 
Fuchs^che vom Geschlecht Null sein soll, ist das Symbol (1.) vollkommen 
determinirt, sobald die Zahl n gegeben ist, und vermöge unserer Forderung 
muss n^r sein, während die ß^ nur die Werthe 2, 3, ..., co oder oc an- 
nehmen können. Es ist also eine blosse Aufgabe der Combinatorik, die An- 
zahl der in Betracht zu ziehenden, wesentlich verschiedenen Gruppen zu 
bestimmen, und von dieser schon an sich endlichen Anzahl sind alsdann zu 
Folge des Satzes III. voriger No. nur diejenigen beizubehalten, flir welche 
sich in dem System der endlichen ß^ Vielfache von allen Nennern der 
von Null verschiedenen Differenzen der Wurzeln der zur Differentialgleichung 
(A.) gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen vorfinden, und für 
welche die Gleichung (12.) voriger No. sich durch eine ganze Zahl p be- 
friedigen lässt. Man erhält auf diese Weise ein endliches Schema von wesent- 
lich verschiedenen Gruppen-Typen , unter denen sich nothw endig einer finden 
muss, der mit der Gruppe unserer Differentialgleichung holoedrisch isomorph 
ist, wenn i als Function von tj von endlicher Vieldeutigkeit sein soll. Greifen 
wir einen dieser Typen heraus, so wird derselbe gegeben durch eine Gruppe 
r, die noch von einer gewissen Anzahl willkürlicher Constanten abhängt; 
wir können z. B. die innerhalb beziehungsweise auf der Begrenzung von L 
gelegenen Doppelpunkte eines Systems von elliptischen beziehungsweise 
parabolischen Fundamentalsubstitutionen als diese willkürlichen Constanten 
betrachten. Dann handelt es sich zunächst darum, für diese Gruppe /' 
eine in zwei Unbestimmten Wi, U2 homogene ganze invariante Form, am 



*) Vgl. Foiucare, a. a. 0. 8. 47. 
**) Vgl. ebenda S. 10. 
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besten gleich die allgemeine Primform aufzustellen, d. h. &lso einen in tii, 
«2 homogenen, für endliche Werthe der «,, th endlich bleibenden Ausdruck 
^(fii,«2) vom Grade v anzugeben, wo 



9 n-f-l / In 



der sich nur mit einer Constanten multiplicirt, wenn -^ eine Substitution der 

Gruppe erleidet, und der, mit «f" multiplicirt, in eine eindeutige Function von 

-'- übergeht, die innerhalb des Fundamentalbereichs der Gruppe nur an 

einer Stelle verschwindet. Wir werden in den Nummern IV. und V. ein 
Verfahren beschreiben, welches zur Herstellung eines solchen Ausdrucks 
^(»1, tta) führen kann. Setzen wir nun in ^(tii, «2) für «i, «2 ein Fnndamen- 
talsystem von Integralen einer beliebigen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit in | rationalen Coefficienten, 

(3.) |4- = ß(l)«, 

und — wir kommen damit auf den zweiten der für die algebraisch integrir- 
baren Differentialgleichungen hervorgehobenen beiden Punkte — studiren 
wir das Verhalten von ^(«ii,ff2), wenn | Umläufe vollzieht. Durch einen 

geschlossenen Weg von f erfahren t»i, «2 beziehungsweise -^ eine lineare 

Substitution T der zur Differentialgleichung (3.) gehörigen Gruppe E, es 
wird also ^(tii,«^) übergehen in einen ähnlich beschaffenen Ausdruck 
$'(tii,tf2), der aber nicht mehr für die Substitutionen der Gruppe 1\ sondern 
für die der transformirten Gruppe TTT'^ invariant bleibt. Diese trans- 
formirte Gruppe ist aber mit der ursprünglichen holoedrisch isomorph, ako 
bewirkt ein Umlauf von | in ^(ui.u-^) nur eine Abänderung der in diesem 
Ausdruck auftretenden mllkürlichen Constanten^ von denen der Typus V noch 
abhing^ und durch deren Fixirnng eine bestimmte Gruppe dieses Typus charak- 
terisirt wird. Auf die eingehende Untersuchung der Veränderungen, welche 
diese willkürlichen Constanten in * erleiden, wenn die Gruppe F durch 
die Substitutionen einer anderen Gruppe E transformirt wird, hoffe ich in 
einer besonderen Arbeit zurückkommen zu können; diese Untersuchung 
wird uns kennen lehren die Natur der Abhängigkeit des Ausdrucks 
^(fii,«2) von der unabhängigen Variabein c der Differentialgleichung (3.), 
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d. h. also, wenn 

ist, die Eigenschaften von •/(§) und die Art, wie in diese Function die will- 
kürlichen Constanten von ^ und die constanten Coefficienten der rationalen 
Function /i(|) eingehen. Es muss dann entschieden werden, ob sich die 
willkürlichen Constanten in ^ so wählen lassen , dass , wenn man «i, = ^i, 

tt2 = 9,, Ä(^) = Q(§) setzt, 

x=l 

wird, wo 

N 
P ^ IT' 

und /"(!) eine ganze rationale Function pten Grades von | bedeutet Diese 
Entscheidung ist für jeden der in dem aufgestellten endlichen Schema 
enthaltenen Gruppen-Typen durchzuführen, und wir wissen, dass es für die 
endliche Vieldeutigkeit der Function f von t] nothwendig und hinreichend 
ist, dass wenigstens für einen dieser Typen die Entscheidung im bejahen- 
den Sinne erfolge. 

IV. 

Dasjenige, was einem Typus holoedrisch isomorpher Gruppen gemein- 
sam ist, habe ich in meiner Arbeit*) als die Arithmetik der Gruppe bezeichnet; 
wir wollen uns die Aufgabe stellen, für eine f WÄ^sche Gruppe F, wenn nur 
die Arithmetik derselben bekannt ist, die allgemeine Primform vten Grades 
anzugeben. Die Arithmetik von F ist bestimmt durch die Anzahl n der 

Fundamentalsubstitutionen, und durch die Summen ~w- der Winkel, die zu 

den von den Ecken des Fundamentalpolygons gebildeten Cykeln gehören. 
Es soll nun zunächst für die Gruppe F ein System immer enger werdender 
Untergruppen mit endlichem Quotienten aufgestellt werden. 

Zu diesem Ende betrachten wir eine Gruppe E, die auch aus n 
Fundamentalsubstitutionen gebildet ist, für welche aber alle ß^ unendlich 
gross sind; zwischen den Fundamentalsubstitutionen einer solchen Gruppe 
bestehen keinerlei Fuudamentalrelationen, und E ist meroedrisch isomorph 
mit /***). Die Gruppe E geht in die Gruppe F über, wenn wir, unter 

*) Dieses Journal Bd. 105, S. 213. 
**) Vergl. Poincare, Acta Mathematica Bd. 1, S. 47. 
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Beibehaltnng der in der vorigen Nummer flir die Fundamentalsubstitutionen 
eingeführten Bezeichnungen, in den Substitutionen von E setzen: 

(1.) JSf* = 1, (x = l, 2, ..., n+l); 

wir schreiben dies: 

E = r(modd.JSf''— 1). (*=i,2,...,n+i) 

Wir können also die Zerlegung von F durchführen, indem wir erst E zer- 
legen und dann alle Substitutionen von E mit Hülfe der Gleichungen (1.) 
reduciren. Die Zerlegung von E bewirken wir auf folgende Weise. Wir 
bilden die «i = ii(2fi— 1) Substitutionen 

(2.) Sl, S.SiS,, S^Sr'S., («,;i=i,2,...,«, .^;i) 

bezeichnen sie in der Aufeinanderfolge: 

^2^1 O2, Ä2Ä2Ä2, • • •) '5^2'^b'^2? ^2^h ^2^ • • •? '5>2&3 '5^2 7 • • •? 

ÄjrS7_iS,, . . ., S^Sf'S^, S^SiS^, . . ., 

der Reihe nach mit S^J^^ (;^ = 1, 2, ..., »,), und construiren aus denselben 
als Fundamentalsubstitutionen eine Gruppe E^. Sei dann 

u = s^f'Si::^ . . . s!'^ k^«»-i, .=2,3,...,^) 

irgend eine Substitution von E, wo die x^^ X2j ..., x^ irgendwelche der 
Zahlen 1, 2, •.., n, die i,^ positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 

und nennen wir*) 

1|A,J = Indult 

den Index der Substitution U in Bezug auf die Gruppe E, so lässt sich 
nach dem in meiner Arbeit**) angegebenen Verfahren leicht zeigen, dass 
U in die Form 

(3.) U = U^'^S^' 

gesetzt werden kann. Hierbei bedeutet U^^^ eine Substitution von Ei, x 
eine bestimmte der Zahlen 0, 1, 2, ..., n^ (wobei So=l zu nehmen ist), 
und es ist 

Indit/^^><Indo£/, 



♦) Vergl. dieses Journal Bd. 105, S. 203. 
**) a. a. 0. S. 206, 207. 
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wenn 



nnd 






gesetzt wird. 

Es ist also 



(5.) E = Ei(l^ Si, S2, ..., S., S^^, S^ij ..., Si *), 
d. h. El ist eine Untergruppe von E mit dem endlichen Quotienten 

Pi = (1, Si, S2, ..., s., s;rS Sv-^n • • •» Sr^)' 

Seien nun die Substitutionen S^^^ (;f = 1, 2, ...,«2; ii2 = i»i(2iii— 1)) aus den 
S^J^ (;f = 1, 2, ...,»1) auf ähnliche Weise gebildet, wie diese aus den S^ 
(;f = 1,2, ...,»), und bezeichnen wir die aus den S^^^ als Fundamental- 
substitutionen gebildete Gruppe mit £2? so ist 

E, = £2(1, S['\ ..., Sll\ (Si^r\ ..., (SJV), 
jede Substitution (7^^^ von E^ in der Form 

darstellbar, wo IP^ eine Substitution von £2» ^i eine bestimmte der Zahlen 
0, 1, ..., «1, (Si^^ = 1) und in leicht verständlicher Bezeichnungsweise 

Ind2lA^^<Ind,£;^('> 

ist. Fahren wir in dieser Bildungsweise fort, bis wir zu einer aus den 
Fundamentalsubstitutiouen JS'i^^, (;f = 1, 2, . . ., n^; ni = «Ä_i(2fi2_i —1)) zu- 
sammengesetzten Gruppe Ex kommen, so ist 

Ex^i = ExPxf 
wo 

p, = (1, sr', . . ., Sit;', (sil:?)-N • • M (sr^'ro 

ist. Also haben wir 

E = Ex.PxPi^i...Pi^ 

und es ist jede Substitution t/ von E in der Form 

darstellbar, wo ;?, eine der Zahlen 0, 1, . . ., «a-u S^*^ = S^ und 5^*^ = 1, 
hingegen 

Ind,ü^'><Indot/-;i+l 
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ist. Wir ßchliessen hieraus, ähnlich wie in meiner Arbeit*), dass 
(6.) lim£;, = limE,+^ = l, 

Z=00 2=00 

wo u eine beliebige positive ganze Zahl ist, und wenn 

gesetzt wird, 

lim^;i = E. 

A=x) 

Reduciren wir in diesem für die Gruppe E entwickelten Algorithmus 
alle Substitutionen mit Hülfe der Gleichungen (1.), so erhalten wir einen 
analogen Algorithmus von Gruppen jTi, Tj, ... für die Gruppe /', und es ist: 

r, = E, (modd.-S'fx-l, ;^ = 1, 2, . . ., n+l); 

bei dieser Reduction werden sich aber im Allgemeinen die Zahlen n^ auf 
kleinere Zahlen ui erniedrigen. 

V. 
Sei nun x = f(z) eine eindeutige Function von a, die bei Anwendung 
der Substitutionen von E auf z ungeändert bleibt, und durch welche sich 
jede in demselben «-Bereiche L wie x existirende, zur Gruppe E gehörige 
FticA^sche Function rational ausdrücken lässt, möge ferner x^ = /^(js) für die 
Gruppe Ex und den Bereich L dieselbe Bedeutung haben wie x für die 
Gruppe E, dann ist**) x eine rationale Function von x^, 

X = <Px{Xi)^ (i = l, 2, ...) 

und es ist x sowohl wie jedes x^ nur bis auf drei willkürliche Constante 
bestimmt, indem nämlich jede dieser Grössen durch eine beliebige lineare 
Function ihrer selbst ersetzt werden kann. Wir können ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit voraussetzen, dass der Punkt « = innerhalb des Funda- 
mentalbereichs der Gruppe E gelegen sei, und wollen uns dann die Function 
Xx (Jl = 0, 1, 2, ...; Xü^a?) so gewählt denken, dass sie für « = ver- 
schwindet, in der Ecke (nx,ni+\) des Fundamentalpolygons von Ei un- 
endlich wird und flir einen bestimmten Werth « = a den Werth a^^ = a an- 
nimmt Untersuchen wir nunmehr das Verhalten der algebraischen Function 
Xi von X. Seien a^, O27 • • •? ö«+i = ^ die Werthe von x, welche den Eck- 



*) a. a. 0. S. 210—213. 
*♦) Vgl. Poincari, Acta Mathematica Bd. 4, S. 287. 
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punkten (2«, 1), (1,2), .•., (n,n+V) des Fundamentalpolygons von E ent- 
sprechen, so sind dies oflfenbar die einzigen Verzweigungspunkte der Func- 
tion Xi von X. Wenn x einen einfachen positiven Umlauf um x = a^ 
(;f = 2, 3, . . ., n) vollzieht, so erfährt z die Substitution S^ = SjliS^, folglich 
geht durch diesen Umlauf der Zweig a?{"^ = /i(«) über in 

niS-l,S^z) = n(iS7\S^S-l,.S^^,z) = A(S,_,^) = a:{«-^>; 

ein abermaliger Umlauf um x = a^ flihrt xj*"^^ über in 

und durch einen dritten Umlauf um denselben Punkt verwandelt sich 
x{'^ wieder in 

Lassen wir x Umläufe um x = Oi vollziehen, so verwandelt sich beim ersten 
Umlaufe a;{"^ in fi(Siz) = a;{^\ beim zweiten in fi(Sr^z) = x[~^\ während der 
dritte Umlauf wieder zu a:["^ zurückführt. Eine einfache Umkreisung von 
X = a„+i flihrt z in S~^z, also xj"^ in /i(Sr^a) = a:{~"^ über, und dieser Zweig 
verwandelt sich bei Wiederholung dieses Umlaufs in /i(iSn«) = ^i"\ und dies 
nach abermaligem Umlauf um a; = a^^i in x^^^. Der Zweig xi"^ (x = 2, 
3, . . . , n) verwandelt sich bei einmaligem Umlauf von x um Oi in 

A(SxSi«) = A(Sx-^«) = a:{-'>, 

und kehrt nach einem zweiten Umgang um eben diesen Punkt wieder in 

A(S7'St«) = A(S.^) = ^i'^ 
zurück. Ebenso flihrt ein einmaliger Umlauf um a: = a^^i den Zweig 
jjj*) (x = 1, 2, ..., «—1) in a;{"*^ und eine Wiederholung dieses Weges wieder 
in xi"^ über. Die Umkreisung eines Punktes ai, wo l von 1, x^ x+1^ 
n+1 verschieden ist, lässt xi"^ ungeändert, wir haben demnach, wenn die 
Zweige x[-''^ durch ihre oberen Indices bezeichnet werden, für die Ver- 
zweigung der Function Xi von x die folgenden Cykeln: 

x==a, : (0,1,-1), (2,-2), (3,-3), . . ., („, -n), 
X = a^ : (0, x—1^ x)y (^f = 2, 3, . . ., «), 



x = a„+i:(0, -», »), (1, -1), (2, -2), . . ., (fi-1, -w-l); 

die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte ist also gleich 4m, wie es 
sein muss, da die rationale Function (px(x^ vom Grade 2n+l ist Die 
Construction der über der x- Ebene auszubreitenden /itefnaniischen Fläche 
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Ti, die die Verzweigung von Xi versinnlicht, gestaltet sich hiernach wie 
folgt. Wir legen längs einer die Verzweigungspunkte a? = ai, Oj, .•., 
a„^_l in dieser Reihenfolge verbindenden, sich selbst nicht schneidenden 
Curve, einen die sämmtlichen 2ii+l Blätter (die wir durch die oberen 
Indices der entsprechenden Zweige bezeichnen wollen) durchdringenden 
Schnitt, und heften für i=l, 2, ..., n längs (oa^ öi^_,) das linke Ufer 
des Blattes an das rechte von —l, das linke von — A an das rechte 
von l, das linke von l an das rechte von und, wenn x eine von und 
l verschiedene der Zahlen 0, 1, . . ., n bedeutet, das linke Ufer des Blattes 
-^x an das rechte von x, das linke von x an das rechte von —x. Ein 
von einem Punkte x ausgehender positiver Umlauf um den Punkt Ox, 
(il = 2, 3, ...,ii) ist dann so zu vollziehen, dass wir in dem jenen Punkt 
enthaltenden Blatte x^ bis an das linke Ufer des Schnittes (ax^i^Ox) heran- 
gehen, diesen überschreitend nach einem Blatte X2 gelangen, in diesem 
verbleibend an das rechte Ufer des Schnittes (a^, «a+i) herangehen, diesen 
überschreitend ein Blatt x^ erreichen und in diesem uns dem über x liegen- 
den Punkte annähern*). 

Eine auf dieser Riemann^chen Fläche T^ eindeutige Function von x, 
die nur an einer Stelle unendlich wird, ist, abgesehen von drei willkürlichen 
Constanten eindeutig bestimmt, wenn wir die Werthe ai, Oj, ..., 0^4.1 der 
Verzweigungspunkte als gegeben ansehen. Fügen wir noch die Bedingung 
hinzu, dass der in allen Verzweiguugspunkten mehrdeutige Zweig (Haupt- 
zweig) dieser Function mit x gleichzeitig verschwinde und für x = a eben- 



*) Diese Art der Construction der Riemannscheu Fläche ist zweckmässiger als jene, 
die ich in meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 105, S. 183) für die daselbst zu Grunde 
gelegte algebraische Function angewandt habe, da die letztere leicht zu Missverständ- 
nissen führen kann. Unter Festhaltung der a. a. 0. S. 182 benutzten Bezeichnungen 
wäre dann die dort definirte Äi^manwsche Fläche etwa in folgender Weise zu construiren. 
Man lege läpgs der realen Axe einen die sämmtlichen (#1 + 1) Blätter durchdringenden, 
von ii, über A^ u. s. w. bis nach An hin sich erstreckenden Schnitt und hefte für 
i = 2, 3, ..., n längs (Ax-\, Ax) das linke (obere) Ufer des Blattes an das rechte 
(untere) von A, das linke von X an das rechte von 1, das linke von 1 an das rechte 
von und, wenn x eine von 0, 1, x verschiedene der Zahlen 0, 1, ..., w bedeutet, 
das linke Ufer des Blattes x an das rechte desselben Blattes. Dem entsprechend würden 
auch die Auseinandersetzungen auf S. 195 — 197 a. a. 0. zu modificiren sein; für das 
Wesen der daselbst behandelten Aufgabe ist diese Abänderung natürlich von keinerlei 
Bedeutung. — Es sei mir auch gestattet, hier auf eine andere Stelle meiner in Rede 
stehenden Arbeit zurückzukommen, an welcher wahrscheinlich eine, mir nun selbst auf- 
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falls den Werth a annehme, so haben wir dadurch eine Definition der 
Function Xi von x gewonnen. Die den Punkten aj = ai, «2, •.., o«+i ent- 
sprechenden Werthe von x^ lassen sich einzeln den Substitutionen 

zuordnen, wir bezeichnen dieselben in der durch diese Zuordnung bedingten 
Reihenfolge mit a{^\ . . ., ai^X^ und vollenden durch die Forderung ai^i = oo 
die Bestimmung von Xi. Mit den a^^^ (;f = 1, 2, ..., «i+l) als Verzweigungs- 
punkten lässt sich dann über der a?i-Ebene eine Riemann^che Fläche T2 von 
ähnlicher Beschaffenheit wie T^ aufbauen, die ebenso zur Definition von 
x-i dienen kann, wie Ti zur Definition von Xj, und durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens erhalten wir successive, entsprechend den Gruppen E^^ die 
Functionen x^. Es ist nun leicht einzusehen, dass diese Functionen mit 
wachsendem k einer bestimmten Grenze zustreben. Wir haben zu dem 
Ende nur nachzuweisen, dass für jedes positive ganzzahlige ^ 

\im(^xx^^-xx) = 0, 

d. h. 

(1.) lima;,+^ = lima;^ 

Ä = » X — 70 

sei. Aus der Natur der a?;. und aus Gleichung (6.) voriger Nummer folgt 
aber, dass lima?;^^^ eine lineare Function von lima?;^ mit constanten Coeffi- 

cienten sei, und da xx, Xa+^ gleichzeitig gleich 0, 00 und a werden, ergiebt 



fallende Undeutlichkcit im Ausdruck Herrn Hurwiiz (Mathematische Annalen Bd. 39) 
zu der Bemerkung veranlasst hat, die daselbst ausgesprochenen Behauptungen seien 
nicht richtig. Die a. a. S. 185 in Bezug auf die Gleichung (1.), Nr. I und S. 194 
in Bezug auf die allgemeinere Gleichung (2.) Nr. II aufgestellte Behauptung, die 
durch diese Gleichungen definirten algebraischen Functionen seien durch Angabe der 
Discriminante vollkommen bestimmt, ist selbstverständlich nur so gemeint, dass, wenn 

man in den Gleichungen (2.), Nr. I beziehungsweise (3.) Nr. II die Ä,, CV, beziehungs- 
weise 6l/\ c[ ^ als unbekannte betrachtet, sich unter den verschiedenen Lösungssystemon 
(deren Anzahl Herr Hurwitz in der erwähnten Arbeit bestimmt), abgesehen von drei 
willkürlichen Constanten, eines und nur eines findet, für welches die Gleichungen (1.) 
Nr. I, beziehungsweise (2.) Nr. II die geforderte Art der Verzweigung aufweisen. Dass 
dies nur so zu verstehen sei, geht, wie mir scheint, z. B. aus der Fussnote auf S. 183, 
aber überhaupt schon daraus hervor, dass ich zur Definition der betreffenden algebraischen 
Functionen eben die Art ihrer Verzweigung und nicht etwa bloss die Anzahl und A'er- 
theilung der Verzweigungsstellcn benutzt habe. 
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sich hieraas unmittelbar die Gleichung (1.). Die genauere Discussion der 
Grenzfunction 

(2.) Tj = limj?i 

kann nun nach den in meiner Arbeit*) für die daselbst behandelte analoge 
Frage angewandten Principien erfolgen und ergiebt, dass xi eine eindeutige 
Function von rj ist, die ungeändert bleibt, wenn tj die Substitutionen der 
FtfcA^chen Gruppe Ex erleidet, und die innerhalb des Fundamentalbereichs 
jener Gruppe jeden Werth nur einmal annimmt Die den Punkten x = a^ 
»i, ..., Gn+i entsprechenden ?;-Werthe sondern in der 17-Ebene zwei Gebiete 
von einander; Xx als Function von rj existirt immer nur innerhalb des einen 
dieser Gebiete, und zwar liefert uns die Gleichung (2.) ein innerhalb des 
einen oder des anderen Gebietes gelegenes tj, je nachdem x innerhalb des 
einen oder des anderen derjenigen beiden Gebiete der a?-£bene angenommen 
wird, in welche diese Ebene durch eine geeignet gewählte, die Punkte 
Ol, «h, ..., a„+i verbindende, sich selbst nicht Uberkreuzende Curve zerfällt 
Hieraus folgt nun bei geeigneter Wahl von s die Identität von tj und ss, 
d. h. die Gleichung 

z = lima?;i. 

Denken wir uns nun fllr die Gruppe F, bei der die ß^ wohlbestimmte, 
zam Theil nicht unendlich grosse ganze Zahlen sind, den Algorithmus der 
Gruppen /\, /j, ... aufgestellt, und bedeute wieder Xx eine zur Gruppe 
Fx (xo = X, r,, = F) gehörige Ftic^sche Function von ss mit den oben für 
die zu den Ex gehörigen xx getroffenen näheren Bestimmungen, und a[^\ 

c^\ . . ., a^^^^ die Reihe der den Eckpunkten (2«2, 1), (1, 2), . . ., (n^, »z+1) 

des Fundamentalpolygons von Fx entsprechenden xx - Werthe , wo w», = w, 
a^^^ = ö,, (x = 1, 2, . . ., n) zu nehmen ist 
Dann haben wir: 

wo die (fxf 9)^^ rationale Functionen ihrer Argumente bedeuten, und es 
lassen sich nach dem für die zu den Gruppen Ex gehörigen Functionen 
dargelegten Verfahren, wenn die Punkte x = ai^ 02, ..., a^^-i als gegeben 
betrachtet werden, die xx als algebraische Functionen von x unzweideutig 



*) Dieses Journal Rd. 105, Nr. IV, S. 212 — 222. 
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determinireii. Auch ergiebt sich wieder 

und wir können nunmehr das Resultat der vorhergehenden Betrachtungen 
wie folgt zusammenfassen: 

Bedeutet F einen durch die Anzahl n der Fnndamentalsubstitutionen und die 
Perioden /?,, . . ., /?„4i eines vollständigen Systems elliptischer, beziehungsweise 
parabolischer Substitutionen gegebenen Typus holoedrisch isomorpher Fuchsscher 
Gruppen vom Geschlecht Null, so bestimmt derselbe einen Algorithmfis, vermöge 
dessen sich aus einer Variabein x und n+1 willkürlichen Grössen ai, . . ., a«^.,, 
von denen nicht zwei einander gleich sind, eine unendliche Reihe algebraischer 
Functionen x^, X2^ ... herstellen lässt, deren Grenzwerth z so beschaffnen ist, 
dass X eine zur Gruppe F gehörige Fuchssche Function wird, die jeden Werlh 
nur an einer Stelle des Fundamentalbereichs annimmt. Durch Angabe der 
öl, «i, . . ., On+i ollein ist die Function z und somit auch die Gruppe voll- 
kommen bestimmt, d. h. diese n-^l Grössen können geradezu als die will- 
kürlich bleibenden Constanten des Typus holoedrisch isomorpher Fuchsscher 
Gruppen angesehen werden. 

Sei 

/ dx\i 

SO hat die zum Punkte x = v gehörige allgemeine Primform vten Grades 
die Gestalt: 



«— 1 



und, nach den Gleichungen (8.), (10.) Nr. II, als Function von xi geschrieben: 

•j 1^ i_\ 

\-d^j -^n(ix,-v.)n(x,--a['')^ '« ^ 



*u(«i,t^2) = (-£-) C 



wo Cx eine Constante, gi den Grad von (pi{x))^ yx die Anzahl der Substi- 
tutionen S!,^\ also 

X-i 

9i^ n(2ni+l), «,,= n, 

rx ^ «A, «A = «i-i(2ni_i-l), 
/:?i'\ . . ., ßi'^ die Perioden der Substitntionen 
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und f?i, f?2, ..., r^rfj^ die dem x = v entsprechenden Wertlie der Function 

xx bedeuten. Setzen wir also 

xj 1 i_\ 

n n *'( i i oü) ) 



80 erhalten wir, da 



dx dx 9 
= = •'* 



für die zum Typus /' FticA«8cher Gruppen gehörige allgemeine Primform 
die Darstellung 

d. h. eine Darstellung als unendliches Product. 

Fragen wir noch, unter welchen Bedingungen sich diese Primform 
auf eine ganze rationale Function reducirt. Hierzu ist offenbar erforderlich, 
dass xi schon für ein endliches l gleich z ist; dann ist also x eine rationale 
Function von ä. Damit dies eintritt, muss flir x=^(pi(xx) in der in No. II 
für X = (p(t) benutzten Bezeichnungsweise 

also nach Gleichung (4*.), No. II 

f=:l 

und folglich nach Gleichung (7.) No. II 

n+l 1 n+1 / In 

2<7,-2 = («+1)^.-^1 2 -g- = 9i2: (l- -~) 
oder 

also gx = y Bein; d. h. in diesem Falle muss, wie schon anderweitig genug- 
sam bekannt, v eine positive ganze Zahl sein. 
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Sur les fonctions g6n6ratrices ö!AbeL 

(Lettre adress^e ä M. L, Kronecker.) 

(Par M. Vilfredo Pareto ä Fiesole.) 



ll me semble qne la formnle de sommation qne vons avez doDn^e 
dans les Sitzungsberichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, en 1885, peat se d^daire de la th^orie des fonctions 
g^ndratrices d'Abel. Je trouve votre d^monstration plus simple et plus 
dl^gante, et c'est seulement comme un lien, qui r^unit ensemble d'innombrables 
formules que la throne ö!Abel me semble devoir 6tre prise en considdration. 
Je vais indiquer brifevement les r^sultats auxquels je suis parvenu. 

L 

La th^orie ^tablie par Abel (Oeuvres compl^tes tome II pag. 67 k 
81) manque absolument de pr^cision. N^anmoins eile paratt 6tre tr^s 
f^conde, surtout pour les d^veloppements en s^rie des fonctions synectiques 
dans une aire. II pourrait donc gtre utile de la compl^ter en lui donnant 
la pr^cision qui est justement exig^e dans les math^matiques modernes. 

Comme on sait, Abel pose 

(p(x) = /^-/(Orfi/, 

et il appelle y la fonclion generatrice de f, et f la determinante de cp. 
Nous dcrirons*) 

(p(x) = Fg./"(r), 

f(y) = Det.q)(x). 

Occupons-nous d'abord de Texistence des d^terminantes, et consid^rons 
un polynöme d'un nombre fini de termes 

(p(x) = A,x''+A,,x^+'-^A,x". 

*) Pour la determinante Abel emploie le signe D, qu'il nous semble plus conve- 
nable de conserver pour la derivee. 
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Les exposants a^ ß^ ... sont toas r^els , et tous positifs , ou tous 
ndgatifs. 

S'ils sont tous positifs, entiers on f ractionnaires , ou prendra la for- 
mnle de M. Heine 



ixö) = ^hi /''''"''' 



rint^grale ^tant prise snivant le chemin 

- 30. 

CX> 

En substituant vx k y, et supposant x r^el et positif, le chemin 
d'int^gration ne change pas, et Ton a 

d'oü 

(1.) <p(x) = Ynk-r/'^^O''''' 

^\pJ ^« v«+i r^ß ^ß^i -r T^fi y^^.1 

On anra done, snivant la notation d'Abel^ 

Det.5p(x) = /(^)- 

Si tous les exposants sont entiers, on peut, snivant une formnle tr^s 
connne, r^dnire le chemin d'int^gration ä nn cercle trac6 antour de l'origine 
avec nn rayon qni, pour le moment, demenre arbitraire. Et Ton sait qne 
X pent alors avoir une valenr imaginaire. 

Ponr plus de simplicit^, nons snbstitnerons la notation de Cauchy 

E(o), on simplement E ä -^^r:^ /, Tint^grale ^tant prise autour de Tori- 

gine. Dans tont ce qni snivra, nons d^signerons toujours par f(x) nn 
polynöme d'nn nombre fini de termes de degr^ entier, et Ton anra, qnel 
qne soit x, 

(2.) f(x) = Ee^'x (I) dv = Ee^dv/' f(^) ^ e- 

(I 

Si les exposants sont tous n^gatifs, entiers ou fractionnaires , on 
posera, x ^tant r^el et positif, 

(fix) = A^x'^+A^x'^+'-'+A^x''', 

37* 
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et Ton aura 

(3.) (p(x)=- I e-'''if'(iy)dy= f e-'"dvEe'''ip(u)du, 



u 



Cette formule reproduit la r^gle qu'ävait donn^e Murphy (cit^e dans 
le trait^ de Calcul integral de M. Bertrand, tome II pag. 509), pour trouver 
la d^terminante. Ou voit dans quel cas cette r^gle est applicable. 

II faut observer que c'est principalement la formule (2.) qui se prßte 
ä ^tablir les formules que Abel d^duit de sa th^orie, et d'autres formules 
analogues. La formule (3.), ou celle (1.), sont dans la plupart des cas 
impropres ä cet usage. 

Si nous supposons maintenant que le nombre des termes d'uii des 
polynömes, dont nous avons obtenu la d^terminante, aille en croissant ind^- 
finiment, et que ce polynöme converge vers une limite finie F(ar), on ob- 
tiendra, dans le cas de la formule (3.), la d^terminante sous la forme d'une 
s^rie absolument convergente, si la s^rie qui donne F(x) est teile. 

Dans le cas de la formule (1.), et de celle (2.), les exposants a, ß, ... 
^tant suppos^s croissants, la d^terminante peut avoir une limite seulement, si 
la fonction est holomorphe sur tout le plan; autrement la s^rie qui donnerait 

X ( — ) est toujours divergente. Alors il est bon de remarquer que mSme 

dans ce cas les ^quations (1.) et (2.) peuvent encore servir ä trouver des 
^quations oü entre F(x\ limite de f{x). C'est, ä proprement parier, la 
proposition fondamentale qu'il faut aj outer ä la th^orie öi'Abel pour la rendre 
exacte, comme nous allons le voir. 

Laplace emploie pour les fonctions g^n^ratrices deux expressions qui, 
en somme, reviennent k poser 

• 

f(x) = / y'q)(v)dx, f(x) = je~^'if{y)dx, 

et les r^sultats qu'il obtient sont reproduits par la th^orie SAhel: 

Si fix) est, comme nous Tavons suppos^, un polynöme entier, de 
degr^ m, on a 

Le module de v ayant une valeur finie, la condition n^cessaire et 
süffisante pour que la ddterminante de F{x) existe, est qu*on puisse trouver 
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un nombre fini a tel que, pour m = oo, la limite du module de 

8oit finie. On le voit facilement en mettant le terrae g^n^ral sous la forme 

«r(o)(^y^ 

Si a est diff^rent de z^ro, on pourra trouver un module fini de r 
tel que 

et alors les modules de la s^rie qui donne la d^terminante de F(x) seront 
moindres que les modules d'une progression g^om^trique. La s^rie sera 
done convergente, et la d^terminante existera. 

La condition que nous avons pos^e, est n^cessaire; car si a ^tait 
infiniment petit, nul module fini de y ne pourrait rendre la s^rie convergente. 

Les fonctions pour lesquelles a est fini, sont holomorphes sur tout 
le plan. Mais on sait que Tinverse n'a pas lieu, et qu'il y a des fonctions 
holomorphes sur tout le plan, par exemple e*', pour lesquelles il n'existe 
pas de valeur finie de a. Ces fonctions n'ont pas de d^terminantes finies. 

Quand, pour une fonction, on a 

«7^(0) 

fini, quel que soit 0, on aura aussi 

fini pour x quelconque, mais fini. En effet, la fonction ^tant holomorphe 
sur tout le plan, on a 

et le second membre est ^videmment fini. 

II y a lieu d'observer que mßme quand la d^terminante existe sous 
forme finie, il peut convenir de ne pas l'adopter. Aussi e* a pour d^ter- 
minante 






c'est-ä-dire, si 



cette d^terminante est 



1 

V— 1 ' 
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mais la nature de la question que Ton traite portera souvent ä prendre 
rint^grale le long d'une circonf^reuce d'un rayon moindre que 1, et alors 
e* n'a pas de d^terminante finie. Malgr^ cela la somme 



E^—dy+E-r-dv+-+E---dv, 



a une limite pour « = oo, et cette limite est ^gale ä c*. 

II est souvent utile de trouver la fonction g^n^ratrice d'un produit 
de d^terminantes, ou la d^terminante d'un produit de fonctions. Soit pour cela 

Det.A(x)==/,(|), Det.A(^) = /2(^), 



On a 



rf{x)dx = E^^;-x{^)dv, 



II 



donc 






(4.) 



(I 



O 



= . A(») [a(0) + ^ A'(o) 4- -^|^/:'(0)+ •••]//« 





{) 



Substituons ä & 



xz 



nous aurons 



m = ,/"'a(^)a( 



x(q—z) \ X 






q y^ q 

Od peut ^tendre cette formale ä nn nombre qaelconqae de fonctions. 
Od a par exemple 

Fg.[Det/j(a;). Det/j(x). Det/iCa:)] 



= /V.(-?)teT/V.( 



«(qi-z,)a, 



)A( 



a:(9— z,X9- 



? J T* °*i- 







u 



Dans le cas de la formule (3.) posons 

Det. 91 (y) = ipi (y), Det. ^2 (y) = V^2 (0? 
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(pi et (p2 Stallt des polynömes entiers en y, qui ne contiennent pas de 
termes constants, ce qui est n^cessaire pour appliquer la formule (3.). Et 
snivaDt cette formale soit 



^(y) = J^ e-'''tp,(v)yj2(y)dr 






Mais 

la seconde integrale ^tant prise autour de rorigine. Done, enfin 

(5.) M(y) = £;y,(l)9,,(-l-)rfa. 

Dans le Systeme de la formule (2.) la d^terminante de V^i(ir).v^2(^) 
est pr^cis^meut 

y vi;/' 

on en conclut que, toujours dans ce Systeme 

(6.) Det.{ip,(x).ip.X^)) = ~E(p,{~)'ip,{-^)d&. 

Observons que les fonctions g^n^ratrices nous donnent, en certains 
cas, une Solution du probl^me: ^tant donn^e T^quation 







et connaissant F(x) et une des deux fonctions /iCa?), fi(x)^ d^terminer Tautre. 

II. 

Nous passons maintenant ä l'examen des cas dans lesquels sont 
valables les d^ductions de la th^orie des fonctions g^n^ratrices. 

D'abord il faut observer qu'une classe des formules obtenues par 
l'application des formules (1.) ou (2.) est constitu^e par des relations 

Unfaires entre f(x), f(^)i • • •? ^/"W? -m ^f(p)i ••• lesquelles d^ve- 
lopp^es se r^dnisent ä des identit^s d'un nombre fini de termes. Ces iden- 
tit^s sont encore vraies ä la limite, c'est-ä-dire pour F(a?).' En ce cas, la 
throne iiAbel ne donne qu'un cas particulier du calcul des symboles, et 
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rapplication des formules (1.) et (2.) sert seulement k d^terminer les 

coefficientö par la consid^ration d'un cas particulier: celui des polyiiömes f(x). 

Soit par la consid^ration directe des polynömes f(x)^ soit en obser- 

vant qu'oii peut diflf^rentier sous le signe integral, on tire de (1.) et de (2.) 

L'int^gration donne 

(p{x)dx = E- — ?-;f(i-)rfy, (formules (1.) et (2.)) 



a 

»OD 



(p{x)dx = — / xp(y)dr. (formale (3.)) 

Abel sapprime le terrae e""", ou e"""*, ce qui n'est permis que sous cer- 
taines conditions. 

Poar ne pas trop nous ^tendre, nons consid^rerons dans ce qui sait 
sealement le cas de la formule (2.), sauf expresse mention du coDtraire. 

Pour les polynömes f(x), en observant que /( — ) contient seule- 
ment des termes ayant — comme facteur, on pourra poser avec Abel 



/x \ 

(p{x)dx = — Det.y(a?) 



et aussi 



/*x rx \ 

I ... (p(x)dx^ = — ^ Det(p(x). 



(I 

On obtiendra aussi 

Det.^V(x) = (e*''-iyDet.(/)(ar), 

Det2^'^(p(x) = {^^^y i)et.(p(x), 

2(p{x) = (p{x)+(p{x-{-h)-\ |-y(^+(«— 1)A). 

Nommons, en g^n^ralisant une notation di'Abely äi(p(x) une Operation 
lin^aire, ä coefficients constants, sur 

(p(x)^ (p(x+a)^ (p(x+b)^ . . . 

leurs ddriv6es, leurs integrales (avec les restrictions ci-dessus), leurs diflp^- 
rences etc. Les formules pr^c^dentes permettent de calculer la d^terminante 
de S^(p(x) quand on connatt celle de (p{x)^ et Ton aura 

I>ei,d^(p{x) = ^i(v)Det(p(x). 
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Pour öimplifier nous nommerons ^i(v) la d^terminante de Vop^ration cTi, et 
nous ^crirons 

Soient ^2^ S^i .«-i ^, des Operations du meme genre de la pr^c^dente, ^2 
6tant formte de rfj, cTs de ^2 etc. Nous obtenons 

Cette formule, qui correspond ä celle ä!Abel, se trouve rigoureusement 
d^montr^e pour tout polynöme entier. 

En d^veloppant le second membre de T^quation pr^c^dente, et 
repassant des d^terminantes aux fonctions g^n^ratrices, quand cela est 
permis, comme nous le verrons tout ä l'heure, on obtiendra une ^quation 
que nous indiquerons par 

(7.) {<p{x)\ = 0. 

Deux cas peuvent se präsenter. 

Le premier est celui oü le d^veloppement de i2 se compose d'un 
nombre fini de termes, qui sont tous des d^terminantes d'op^rations du 
genre des Operations d. Alors le passage des d^terminantes aux fonctions 
g^n^ratrices ne souffre nulle difficult^, et T^quation (7.) se compose d'un 
nombre fini de termes, et est rigoureusement d^montr^e pour tout polynöme 
d'un nombre fini de termes. En outre on voit qu'en d^veloppant les Ope- 
rations dont (7.) se compose, on doit avoir une identit^. L'application de 
la formule (7.) aux polynömes a donc seulement pour but de d^terminer 
les coefficients de cette ^quation qui subsiste pour toute fonction ä laquelle 
on peut faire subir les Operations indiqu^es. Ce calcul est le mSme que 
celui des symboles, appliqu^ aux Operations distributives et commutatives d. 
Inutile donc d*en parier, et nous nous bomerons ä un trfes petit nombre 
d'exemples. 

Abel applique sa formule en posant 

d(p{x) = (p{x + d)-\-a(f'{x)^ 
il trouve ainsi 

DetcJ" = (a+0% 
d'oü 

d^(pQt) = a''</)(ic)+«ia'*"^y(a;+a)+»2ö'*"V(^+2a)H |-y(fl?+wa), 

iii, »2... etant les coefficients du binome. Des equations de ce genre sont 

Joamal für Mathematik Bd. CX. Heft 4. 38 
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^videmmeut vraies ponr tous les objets aaxqnels on donne les indices Xy 

Mais Abel se propose ensuite de caiculer Top^ration " 

d(p(x) = (p(x+a)+a(f(x) 
par Tautre 

S^(p(x) = (p{x-\-ß)+b(p(x). 

Ce Probleme condnirait ä uii d^veloppement en s^rie, dont il fant 
d^montrer la l^gitimit^, mais si Ton se borne aa cas particnlier, consid^r^ 
aussi par Abel, oü « = /?, on obtient une expression d'un nombre fini de 
termes. On a en effet 

Det. cT'** = (a + c^O". Det. Jj = (6 -f c'^O", 
pais 

a 

Pour -j entier on a donc un d^veloppement d'un nombre fini de termes, 

et nne formnle qni n'est qn'un cas du calcal des symboles. 

Donnons un exemple emprunt^ ä la formule (3.) Soit 

x= 1 ^, 

on aura 

* = n*,).'.n«.) /'■'-/"'"'■ ••■/"'"-■''"' — '■-'--'■ -i- •••>•*-, 

■* \f^i )»»* l \'^n) 'i. »> — 1 . Ä . . . f j 1 . J . . . tj , . . 

et repassant aux fonctions g^n^ratrices: 

A = («i + l)(«i+2)...(«i + &i-l) «,+t^.= e») 

Dans le cas particulier de deux facteurs, on retrouve la formale 
donn^e par M. Brüssel 

n. 1 ^ . .., 110+1) U+g, >' U+a,>' 
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IIL 
Le second cas dont nons avons ä nous occnper est de beancoup le 
plus important. C'est celui oü la formale (7.) ne se r^dait plus ä une 
identit^ d'un nombre fini de termes, qnand on d^veloppe les Operations d. 
Elle provient d'une expression de la forme 

(8.) S,d,_,..J,ip(x)^Ene^'x{^)dv = 0, 

dans laquelle antant le nombre m de termes de £1, comme celni n de termes 
de z(— )? peuvent croltre ind^finiment. 

CommenQons par snpposer qne n seul croisse ind^finiment, pendant 
qne m conserve constamment la m€me valenr finie. 

Pour une valeur initiale finie w,, de n, la formule (8.) se d^veloppera 
en an nombre fini . de termes 

V/i(ir)+V'2(iP)H l-V/iC^) = 0. 

Faisons crottre n d'ane anit^. et soient 

^117 ^217 ^317 • • -7 ^/Ml 

les aceroissement respectifs qae reQoivent 

xp,{x), rp2(x), rp,(x), . . ., %(x). 

On aara, en verta de T^qaation (8.), 

et ensaite 

et d'ane mani^re semblable, continuant ä faire crottre n, 

ai2+«22H h«^+i.2+y'/.+2 = 0, 

«13 + «23H h«^+2.3-fV'^+3 = 0, 



• • • • 

On forme ainsi la sdrie double 


• • • 


• • • • 


tpl(x) 1f'2(x) , . . 


V^/.(^), 




©11 «21 • • • 


«Ail 


%+iC^\ 


CCj2 ^22 • • • 


«/i2 


«.„ + 1,2 %+2(.x) 
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Cette s^rie somm^e par ligDes horizontales, donne z^ro, en vertu des 
^qaations pr^c^dentes. Si eile est absolument convergente, eile donuera 
encore z6ro par un autre mode de sommation, par exemple par s^ries ver- 
ticales. Or on sait que cette condition est remplie, si: 1" les s^ries ver- 
ticales de la s^rie double sont absolument convergentes. 2^ Si les sommes 
de ces s^ries, dans lesquelles on a Substitut son module ä chaque terme, 
forment aussi une s^rie convergente. 

Posons donc 



et 

iP,(x) = |V^t(a?)| + |an| + |«,2| + |«i3| + - 
(9.) lp,(x) = |i//2(:c)| + |«2i| + |«,.| + |«.3|+... 

Si les s^ries qui forment les seconds membres des ^quations (9.) 
sont convergentes, et si la s^rie 

est convergente, on aura 

'Pi(x)+V,(x)+V',(x)+'- = 0. 

Observons que ^1(0:), ^2(x)^ •.• sont les limites, vers lesquelles 
convergent respectivement %(x)^ V^iC^)? • • •? quand n augmente ind^finiment, 
c'est-ä-dire quand f(x) converge vers F(x). 

Le raisonnement qui nous a conduit ä r^sultat, est au reste g^n^ral, 
et il s'appliquerait aussi bien aux formules (1.) et (3.) qu'ä celle (2.). Nous 
pouvons donc 6noncer le th^or^me suivant: 

Theoreme I. Si par tapplication des formules (1.), (2.) ou (3.) ä 
un polynöme (tun nombre n ßni de termes, on a obtenu une relalion ^un 
nombre ßni de termes 

i/^i(a;)+v^,(x)H VH^f.ix) = 

et si: 1" en faisant croilre indeßniment le nombre de termes de fQc)y chacune 
des expressions de la suite, qui peut se prolonger indeßniment avec n, 
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converge, au moyen (faccroissement, formanl une serie absolument convergenle, 
respecthement eers les limites 

on aura encore 

pourvu que: 2'^ la serie dans laquelle se change celle-ci, quand on substitue 
leurs modules aux termes dont se composent les sommes ^i(ar), ^lix), ... 
soit encore convergente. 

Supposons maiutenant que ce soit le nombre m de termes de i2 
qui angmente ind^finiment, tandis qae n demenre constant. 

Pour pouvoir substituer ä 12 nn d^veloppemeut en s^rie, il faut 
d'abord que celui-ci repr^sente la fonction le long de tout le cbemin d'int^- 
gration. C'est-lä la raison principale pour laquelle les formules (1.) et 
(3.) sont d'un usage beaueoup moins g^n^ral que la formule (2.). Tandis 
que le cbemin d'int^gration des premi^res s'^tend depuis z^ro jusqu'ä 
l'infini, celui de la seconde peut 6tre une circonf^rence de cercle d'un rayon 
tr^s petit autour de Vorigine. 

Revenons donc ä la formule (2.), et supposons que la d^terminante 
S2 des Operations soit d^velopp^e en une s^rie uniform^ment eonvergente 
dans une aire, dans laquelle le cbemin d'int^gration de la formule (2.) est 
enti&rement compris. Le plus souvent les termes de la s^rie qui donne £2 
seront des fonctions de v, bolomorphes dans un cercle de rayon plus grand 
que celui le long duquel on prend Tint^grale de (2.). Posons, en g^n^ral: 

(10.) n = fs^+u, + '-^Ue+Re(y), 

les fonctions tio, «ii, ... ^tant finies et int^grables dans I'aire qui contient 
le cbemin d'int^gration de (2.). Puisque la s^rie est uniform^ment eon- 
vergente dans cette aire, ä tout nombre positif e, aussi petit qu'on veut, 
correspondra un indice l tel que pour toutes les valeurs de Tindice ö, su- 
p^rieur ä l, et pour toutes les valeurs de v appartenant ä Taire consid^r^e 
on aura, pour le reste de la s^rie, 

D'un autre cöt^, /(— ) ne contenant que les puissances de — , et un 
nombre de termes fini, le cbemin d'int^gration ne passant pas par le point 
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z^ro, on pourra toujours trouver un uombre positif fini /V tel que 

le long de tout le chemin d'int^gratioii. 
Mnltiplions par 

les deux membres de T^quation (10.), et intögrons le long d'une circon- 
f^rence de rayon p. Nous aurons en vertu de Töquation (8.) 



+ ^;^A^"^^(^)^^'^'- 



Posant 



V = pe*"^"^ 



le reste de la sörie ci-dessus prend la forme 

Or on a 

x' 6tant le modnle de x, donc 

et puisque a peut 6tre aussi petit qu'on veut, la s^rie qui forme le second 
membre de (9.) est convergente, et sa somme est 6gale au premier membre. 
II suit de Ik que, si Ton a 

En,,x{^)e''dv = *,(a:), 
Eua{\)e'^'dv = *,(a:), 



on aura encore 

(T,J,_i...(Ji9(a:) = *ü(^)+*i(iP)+--. 

Si quelquesunes des fonctions t^j, t^i, ..., ou m6me toutes ces 
fonctions, devenaient des s^ries, il faudrait qu'elles fnssent uniform^ment con- 



Pareto, sur les fonctiotis gerUratrices (TAbel. 303 

vergentes dans l'aire considör^e, et composöes de termes fiuis et int^grables^ 
pour pouvoir eu d^duire les fonctions gönöratrices ^oC^^)? ^iW? • • • Sous 
cette restriction uous ^noncerons le th^or^me suivant. 

Theordme 11. Si ton deceloppe la determinante £2 de f Operation 
J,J^i...Ji en une serie 

formee de fonctions finies, integrables, et qui soit uniformement contergente 
dans une aire qui contient entierement le contour d^integration de la formule 
(2.)^ et si les determinantes 

ont pour fonctions generatrices 

*„(a:), *i(ir), . . . 
on aura pour tout polynöme f(x) d'un nombre fini de termes 

Supposons enfin que, non seulement m^ mais anssi n croisse ind^fini- 
ment. II faut d'abord que les conditions dans lesquelles le thöor^me prö- 
c^dent a 6t6 Stabil soient v^rifi^es. Alors, en faisant croltre n, on obtiendra 
encore une sörie double, comme celle que nous avons eue pour ötablir le 
th^or^me I, sauf que les s^ries horizontales pourront avoir un nombre 
infini de termes. Ces s^ries horizontales auront toutes pour sommes z^ro, 
en vertu du thöor^me pröc^dent. La s^rie double, somm^e par lignes 
horizontales, donne donc z^ro, mais si cette s^rie double est absolument 
eonvergente, on peut la sommer par lignes verticales sans que sa somme 
change. On est ainsi conduit ä la proposition suivante: 

Theordme III. Si, par fapplication de la formule (2.), on est con~ 
duit pour un polynöme fix), entier en x et dfun nombre fini de termes, ä 
une equation de la forme 

= ipi(x)+ip2(x)+'"^ 
dans laquelle le second membre peut itre une sirie; et si: 1" en faisant 
erottre indefiniment le nombre n de termes de f(x), chacune des expressions 

v^iWi v^iC^)) • • • 

converge au moyen d" accroissements formant une serie absolument eonvergente, 
respectitement ters les limites 
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on aura encore 

poureu que: 2'^ la serie dans laquelle se change ceUe-ci, quand on substitue 
leurs modules aux termes dont se composenl les sommes ?Pi(a:), ^2(x), . . ., 
soit encore coneergente. 

Ces th^or^mes donnent une graiide g^nöralitö ä la th^orie des 
fonctions g^n^ratrices que nous u'avioiis ^tablie que pour des polynömes 
d'uu nombre fini de termes. 

IV. 
Abel pose 

d(f{x) = q)(x-\-a)—a<p(x), 

3,(p(x) = C(p(x)+k-^^, 

et il se propose de dötermiiier ö"' par (T. On a 

Det. J = e'^'-a, DetJr = (c+kvy\ 
Posons 

nous aurons 

(11.) (c+fcrT = (c+Aiog(a+a)y'. 

Abel döveloppe le second membre en s^rie ordonnde suivant les puissances 
de z. Pour que cela soit permis, il faut, m dtant entier, et a un nombre 
positif, que 

I a I < ö. 

Or on peut prendre va assez petit pour que e''" soit aussi proche de l'unit^ 
que Ton veut, et ä de 1— a. Donc pour de tr6s petites valeurs de «y, 11 
suffira que 

(l-a)'<a% a>i. 

Cette condition ötant remplie, la sörie est uniform^ment convergente pour 
une valeur assez petite de av, et le second membre de (11.) peut se 
reprdsenter par 

A^,+ AlZ + A2!s'^ + '". 

En appliquant ä cette sörie le th^oröme II, on aura 
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Un cas particulier de cette formule donne les ddrivöes en fonctioiis 
des diff^rences. On pose pour cela 

a = 1, c = 0, Ä = 1, 
et il vient 

oü^ eomme on sait, Pfn+t-i repr^sente la somme des produits des m+A— 1 
Premiers nombres pris k k k. 

Cette sörie pourra s'^tendre ä des fonctions F(x)^ soit par la consi- 
d^ration du reste, soit par Tapplication du thdor^me I. 

Mais pour avoir un exemple de Tapplication de ce thöoröme, nous 
examinerons la Solution d'nn autre probl^me ä^Abel. 

Ce Probleme, qui est e6l6bre, consiste ä dövelopper (p(x+a) en une 
s^rie de la forme 

Halphen s'en est aussi oecupö*), en suivant une toute autre voie 
que Celle A'Abel, et il a donn^ les conditions sous lesquelles la s^rie con- 
verge et repr^sente la fonction. Nous allons les tirer de notre th^orie. 

On a 

T>ttf(x+d) = e^'D^tfix). 

Prenons la formule bien connue 

Cette s^rie satisfait aux conditions reqnises par le thöor^me II, et Ton a ainsi 

(12.) ^(x+a) =/'(x)+or(x+6)+ <^26) r(a^+26) + -+^^/?ü,^). 

l est suppos6 fetre le plus grand exposant de x dans /"(a:), et il est facile 
de voir que tous les termes de la sörie qui donne e^^ contenant v ä une 
puissance sup^rieure ä A, donnent par Tint^gration dans la formule (2.) uu 



*) Bulletin de la Societe Mathematique de France, tomeX, 1882, pag. 67 — 87. 
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resultat nul. Le nombre de termes de (12.) est donc fini, et noDS retombons 
dans le cas du th^or^me I. 

Snpposons que le nombre de termes de f{x) aille en augmentant 
indöfiniment, et que f{x) converge vers F{x). 

Les sdries verticales que Ton a consid^r^es pour ötablir le thöor^me I 
sont formöes par les d^veloppements suivant les puissances de x de 

Pour que ces döveloppements soient absolument convergents, quel que soit 
ö, et pour qu'ils convergerit respectiveraent vers 

F^'\x+eb), 

il faut et il suffit que F(x) soit holomorphe sur tout le plan. 

C'est-lä la premiöre condition pour Tapplieation du th^oröme I; 
passons ä la seconde. 

Supposons que la fonction F(x) soit teile que a ti M 6tant des 
nombres finis positifs, on puisse poser, quel que soit n, 

\a-F^^\<M, 
on aura alors 

Si nous substituons ä chaque terme son module, en appelant x le 
module de a?, et b' celui de 6, on aura 

I A • «^ 



+ •••<< Me 



Le developpement du terme gön^ral de la s6rie (12.), dans lequel 
on a Substitut ä chaque terme son module, nous donnera la fonction que 
nous avons appel^e Po, et nous aurons 



"^ 1.2...(? 



a» 



e " 



Substituons ä la factorielle son expression approchöe; soit Ar an nombre 
positif qui a pour limite 1 pour 6= x, on aura 

p a'klUe'-'_ 1 fb'eVß 

*^'' ^ " .'•' ].: ' öi ~ ^" « ^ ' 

b'e"' )'2« 

a' etant le modale de a, et b' celui de b. 
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II suit de cette formale que la s^rie des P^ sera uniform^ment con- 
vergente, si 



be \^ -r- ^ 



(^)' 



c ^tant une constante reelle, positive, et iinie. Mais si 6 peut crottre au- 
delä de toute limite, Vc aura pour limite 1, et Ton pourra poser 



ile'-^' = 1. 



C'est la mfeme condition trouv^e par Halphen pour que la s^rie 
A^Abel converge et qu'elle repr^sente la fonetion. Cette condition est 
süffisante, mais non nöcessaire. Si eile est remplie on pourra appliquer 
le tWor^me I ä la forraule (12.) et ^crire 

Halphen a aussi observd que la s^rie du seoond membre peut 
converger sans repr^senter la fonetion, et cet illustre g^om^tre cite plusieurs 
exemples. Notre analyse fait voir que ce fait pourra se produire quand 
la sdrie formte par la Substitution de F(x) ä f(x) dans Texpression (12.), 
ind^finiment prolong^e, sera convergente, en mßme temps que les sdries 
verticales seront divergentes, e'est-ä-dire que pour une valeur de suffisam- 
ment grande 

F^'\x+eb) 

ne sera pas d^veloppable suivant les puissances de (x+Ob). 

Discuter tous les döveloppements qui s'obtiennent au moyen des fonc- 
tions g^n^ratrices, ce serait faire la th^orie de presque tous les d^veloppements 
connus des fonctions holomorphes dans une aire. Nous sommes donc obligö 
de nous borner ä quelques indications tr^s sommaires pour donner une id^e 
de la vari^t^ des rdsultats qu'on obtient. 

A chaque nouvelle forme donnt^e au d^veloppement de rexponentielle 
correspond une nouvelle s^rie pour le d^veloppement des fonctions. 

Une formule d^jä obtenue par le ddveloppement en fraction continue 
de rexponentielle, et que M. Hermite donne avec de nouveaux ^claircisse- 
ments dans son beau memoire sur la fonetion exponentielle (Paris 1874, 

39* 
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pag. 5), donne 

€^'n(av)-ni-ar) = R„„ 

n(av) = 2»i(2m-l)...(m+l)-(2m-l)...(m+l)-^ay 

+ (2fft-2) ■ . . (ot+1) "»C»»-!) aV— .•+(-l)"o'-r-, 

h 

Nous en tirons 



4 -» m(m--l)...(m— 1+1) 1 

^ "" 2m(2m-l)...(2m-t+l) 1.2...t ' 



2m...(m+l)' 



et ensaite 

...+(- l)r^^.a«(r(^+a)+(~l)-^rW)+Ä«, 
"» ^Vv/ 2m...(m+l) 

Dans Vexpression de R^ nous pouvons changer Vordre des int^gra- 
tions; et nous avons 

"" = 1.2 .2m / n^-tm\<^+a(i-t))dt. 

Ce d^veloppement a 6tö obtenu par une autre voie par M. Darboux*). 
Et il donne la mgme forme pour le reste. 
Posons 

Cette s^rie est uniform^raent convergente, qaand 

|e'^-l|<l, 
on en tire 

f(.+a) = ^(.) + -f^ + .£^^ + .... 
Cette formale a et6 donnde par M. Schlömilch**). Elle s'^tendra 



*) Sur les developpements en serie des fonctions d'une variable. Journal de 
Mathematiques pures et appliquees, 1876, pag. 291 — 312. 

•*) Zeitschrift für Mathematik und Physik, 1879, pag. 48 und 53. 
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aax foDctioDS holomorphes par le moyen du th^or^me III, qni doimera les 
conditions pour la convergence. 
L'identit^ 

e'^'-e^" = e*^«'(e*»'— l)-.e'*^(e*''''— 1) 

eonduit ä la formale de M. Marchand*) 

Posons 

et d^terminons A^^ A^^ ... de mani^re qne le d^veloppement de JIC eoYncide 
avec celui de e*" jnsqa'an terme inclnsivement 











1.2...(n-l) 










Soit pour cela 
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1 . . . 
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on aara 
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— • 











Or si X\-j ^®* ^^ d^terminante d'un polynöme de degr6 »—1, le plus haut 

exposant de — dans X\—) ^^^^ ^ ®* *^^^ ^^® termes du d^veloppement de 

e"' contenant un exposant de v ^gal ou supörieur ä n, donnerons z^ro en 
int^grant. Donc 

et substituant les valeurs trouv^es pour A^^ on aura la formule d'inter- 
polation de Lagrange. 

Toute la thöorie de Tinterpolation devient remarquablement faeile 
et ^l^gante par l'usage des fonctions g^n^ratrices. 



*) Nouvelles Annales de Mathömatiques, 1882, pag. 450 — 458. 
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On a 



hv hv («— l)Ai 



d'oü, posant 

h 



öfi^x) ^ fix +1) --fix), 



on a 



Kx^^h)-f(x) = ndfixH^j^ snx) + -^^,-dr\x)^- 



hv 



et ensuite 
Ee";.(')(e- -1)/ Z* = / X -.^^g^ 



(I 



pour Texpression du reste. 

V. 
Venoiis aux formales de sommatioii, parmis lesquelles sont com- 
prises Celles de M. Kronecker. 
Nous avons 

A(0)+/(l) + -+/'(r-l) = E'^^^l-x{^)dv, 
ou bien eii g^iidral 

(13.) f{x)+f{x^\)+'--\-f{x+r-\) = £;-^;^e-/(J)dr. 
En employant le d^veloppemeut 

-1 -^ ^ 1.2 1.2.3.4 ^ • 



on retrouve la forraule düEuler. 
Le d^veloppement 
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donne 

^*Y(«) = y'<J/'(aj).dx<'+-^/%V(x)rfx''-' + 



U 



^ 1.2... "i^'^^^ 1.2.. .(ö+l) "I ^^^^ ' 
J/Car) = /'(x4-<?r)-Ö/'(x+((9-l)r)+ -?(^jlI/'(x+((9-2)r)— • = A?„/(ar). 

Mais on peut employer d'antres d^veloppements. On a 
1 



(14) 

et en oatre 
2v 



11 2v 2v 

e'—l v 2 ■*■ »' + (2«)' "•" v' + (4«)' "•" 



*+(2*«)' = "(2*^L1-(2ä'«)+'"+(~^)" '("21.^) ] 



^■^ ^^ V2*«/ i''+(2*«)' 



En prenant l'int^grale le long d'nne circonf^rence de rayon >» 2kn , on 
obtient 

c''«(e«"-— 1) 



(16.) B^ 



Snbstitoant ces d^veloppements dans la formale (13.), nommant « an entier 
positif qnelconqae, on obtient la formale de M. Kronecker 



(16.) 



X 



+|"[r-''(x)-r-"(-+r)];||j^^.- 



Cette formale n'est ainsi d^moiitr^e que pour un polynöme entier^ 
mais la formnle (14.) dtant valable pour tout le plan, on peut introduire 
ce d^veloppement dans la formnle (3.) et ^tendre ainsi la dömonstration aux 
fonctions uniformes ayant des points de discontinuit^ polaires. II est facile 
de voir comment on peut encore ^tendre la d^monstration, mais cette voie 
est bien plus laborieuse que celle suivie par M. Kronecker, et comme nous 
le disions en commen^ant, les fonctions g^n^ratrices en ce cas n'ont 
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d'importance que pour relier ensemble des formules obtenues par les moyens 
les plus diff^rents. 

La formale (15.) subsiste seulemeut tant que /^""(a) n'est pas z^ro; 
si /^^^{x) est la premi^re d^rivöe qui s'annule, c'est-ä-dire, si f(x) est de 
degr^ ^— Ij on ne doit pas prendre 2m plus grand que 0—1. Cette restric- 
tion est inutile ä introduire dans la formule de sommation, parce que les 
termes qu'on devrait effacer s'aunulent d'eux-rafemes. 

On peut calculer d'autres sommes avec la forme donnde par M. 
Kronecker ä sa sdrie. Par exemple, ou a 

f(x)-f(x+l)+f(ix+2) /(a:+2r-l) 

X 

+;i' [r->(x)-r-^(x+2r)];j -^^^ 

X 

Kn g^n^ral, si Ton sait sommer 
Oll saura sommer 

Par exemple, la s6rie i'Euler 

7i+«yXi+«'y)-~a+«"y) i-« ^^ (i-a)(i-aO ^^ 

doime le moyen de sommer 
Pour cela on posera 

— ^1 _L A _! I '^" 



(l + ay)...Cl + fl"y) 1+ay ' l+a^ ' ' l+a"y " 

y = e\ 
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On d^veloppera en s^rie de fractions simples 

1 
1 + aV ' 

et le calcul s'ach^vera comme pröc^demment. 

Une petite difficalt^ se präsente ici. La s^rie ä^Euler n'est valable 
qae dans un cercle de rayon moindre du plus petit module de y qui annule 
le d^nominateur, et pr^c^demment on a pris l'intdgrale le long d'une circon- 
f^rence oü r a un tr^s grand module. Mais il est facile de voir qu'on 
obtiendra le mSme resultat en prenant cette integrale le long d'une circon- 
f^rence d'un tr^s petit rayon. En effet, nous aurons 



Multiplions les deux membres par 

et int^grons le long d'une circonförence d'un tr^s petit rayon autoar de 
Torigine. II viendra 

^^l.->^0 = /VW.,[l-">ri)-.+... 

-+(<-^) 1.2. ..(2^2)" + ./ ./ dt^' ''^ J' 

mais le dernier terme est pr^cis^ment le reste de la s^rie du cosinus, donc 

u 

et nous retrouYons ainsi la mgme ^quation qui nous a servi ä ^tablir la 
formule (16). 
Soit 

S = Ui+A^Uz-] \-A^Uff-^ hA«« 

la somme des n premiers termes d'une s^rie convergente, et supposons u^ 
fonction de -g-, on devra alors le repr^senter par la formule (3.) et 
l'on ^crira 

u 

Supposons encore que les coefficients A2^ ^3, ... soient ceux de la s^rie 

Journal für Mathematik Bd. CX. Heft 4. 40 
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r^currente 

Q(v) = x^e-'+he'^^'+'-^Ke-^'. 
Nons aurons 

Mais en posant 

on obtient 

11/ |m /m+1 



i+PW /? /^ ' V ^^ ^+1 ^ ^j /J"+'(i+0 ' 



S= ^__%4...+(_l)". ^"•'> 



Si Ton fait 
il vient 

et Ton retrouve la s^rie bien connae d'£ti/er. II est clair d'ailleiirs qn'on 
pent snbstitaer ane antre fraction rationelle k celle qae noas avons considär^e. 

t 

VI. 

Supposons que dans une science d'observation on ait obtenn les 
valeurs de 

ainsi que de leurs diff^rences finies. On demande de dt^velopper f(x) suivant 
ces valeurs. On peut mßme donner les poids «i, «,., . . ., a^ aux diffdrentes 
sdries d'observations. 

Multiplions Texpression sous le signe integral de la formale (2) 
par Texpression identiqueraent ^gale k 1: 
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Posons 

X 



Cette s^rie ^tant aniform^ment convergente dans an cercle de rayon moindre 
qne le modnle de v qni rend nal oa infini T, on aara snivant le th^or^me 11 : 

f(x) = Fü(«i/'(o.)+«2/'(a2)+-;-+«r/(«r)) 

+P,(xXa,J f(a,)+a,J f(a,)+-+a,J f(ar)) 

+ P,(x)(«.^y(a.)+a,^Y(a,)+-.+ar^y(o.)) 

+ , 

1 



Po = 



«, +«,H h«r ' 



Si Ton voulait que la sörie procedat suivant les moyeimes des d^riv^es 
il faudrait d^velopper suivant les paissances de y 

Si Ton d^veloppe Qiy) suivaut les paissances ascendantes de r, et e"" 
suivant Celles de vx, on obtient pour f{x) une sörie dont les coefficients 
sont des polynömes en x. La diff^rentiation par rapport ä x fait voir que 
chaque polynöme est la d^riv^e du suivant. 

Ce genre de sörie a ^t^ dtudid par Halphen*). L'aualogie que 
präsente cette thdorie avec celle des fonctions gdn^ratrices ne pouvait 
^chapper ä la sagacitd de ce savant göom^tre, et il dit lui-meme**) qu'on 
pourrait s'en servir pour v^rifier la convergence d'une de ses söries. Mais 
ayant surtout en vue des d^veloppements holomorphes dans une aire, il a 
pröf^rd de suivre une autre voie. La thöorie des fonctions g^n^ratrices 
permet de p^nötrer plus avant dans la mati^re; eile nous donne des ddve- 



*) Sur quelques series pour le developpement des fonctions ä une seule variable. 
Bulletin des sciences mathematiques, 1881, II, pag. 462 — 488. 
**) loc. cit. pag. 475. 

40* 
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loppements mixtes, comme celui de la formale de M. Kronecker, compos^s 
d'une partie holomorphe et de s^ries trigonom^triques. 
Ainsi on peut d^velopper Q(r) par la formale 

^^ V 1 , 2 *^f sinw , 1 ^=* 2v(cosw — 1) 1 ^ 2ctfsinai 
Qfy) = 2^ 2^ ^ — — ^ ^— — — — 

2kn 
ü) = • 



Ensuite on integre sous eette forme les premiers termes jusqn'ä Tindice d. 
Ils donnent des expressions trigonom^triques, par les formales g^n^rales 



(J 



^l^^'-^'^d)''»' = /VWsin^C/^-Orf*. 



ü 



Les termes aa-delä de Findice sont d^veloppds en s^ries snivant les 
paissances de v, et donnent des sdries snivant les pnissances de x. Le 
reste enfin peat se calcnler facilement comme celui de la s^rie de M. 
Kronecher. 

L'avantage de cette mani^re de procöder est que ce sont pr^cis^ment 
les Premiers termes qui, par leurs ddveloppements, rendent pen convergente 
la s^rie holomorphe. II peut donc convenir de les sommer par nn antre 
moyen. 

La s^rie de M. Leaute 

b 

s'obtiendra en ddveloppant 



*yx 



e"" — e*'^ 



snivant les pnissances de v. En employant an contraire le d^veloppement 



t>X 



e*^"_g»'ft 



- /(-^)r 1 , ^ (~i)*2 1 



on obtiendra une sörie mixte, avec des termes trigonom^triqnes. 

Halphen, en employant une analyse semblable ä celle des fonctions 
g^nöratrices, r^sout le problöme de dövelopper une fonction f(x+y) snivant 
les d^rivöes successives d'une fonction Q(y). 
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Avec DOS DotatioDS nons obtiendrons tr^s simplement ce r^saltat 
en posant 

Det.(?(y) = v(]), 
et D0Q8 anrons 

1 «"z(--) 

Soit 



(18.) U= -J-- = P^^-vP,{x)^--+v'P,(x)-V 



on obtiendra 

(19.) fix^y) = P„p(y)+F,(x)^|^J^U---+/'.(x)-^9^+£:e'('-^''>i2(i-)rf,'. 

Pour que cette s^rie ind^finiment prolong^e soit convergente, il faut 
d'abord que la in6me condition soit remplie pour (18.). Or, si p est le plus 

haut exposant de — dans /(— ), et si U est d^veloppable suivant les 

puissances positives de v^ il faut que 

1 

le soit aussi. Nous pouvous douc poser 



1 _ 



= A^V^+A^^.V^'^- 



La d^terminante ^\—) est donc de celles qui ne deviennent pas 

infinies. D'un autre cot^, la s^rie (18.) ^tant uniform^ment convergente, 
on se trouve dans le cas du th^orfeme EL, et Ton en d^duit la convergence 
de la s^rie (19.). Mais ces s^ries se r^duisent g^n^ralement ä des identit^s, 
et ne pr^sentent gufere d'int^r6t. 

II en est autrement, si Ton ne s'astreint pas ä la condition que i^ 
repr^sente la d^terminante d'une fonction. 

Posons 

f{x) = EyX\)v(}')-^^dv, 
(20.) -^ = P,+vP,(x)WP,(x)^.:. 
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Cette s^rie ^tant suppos^e nniform^ment convergente dans nn cercle de rayon 
fini autonr de Torigine, on aura 

(21.) f(x) = !F P,(x)Ex(^)tp(vydy. 

£n particnlier, si Ton pose 

V<v) = e^^\ 

on retrouve la s^rie donn^e par M. Hermile*) pour une classe beaacoup 
plus ^tendae de fonctions, sa demonstratio!! ^tant plus g^n^rale que celle 
ä laquelle conduit notre th^orie. Nous avons 



(22.) Er',{-\)e^-ä. = ^^,-, 



6 = — s— = un nombre entier. 

Les modules de cette derni^re s^rie formeront one suite convergente, 
si, ß ^tant nn nombre positif fini, on a 

(23.) \r\0)\<ß\ 

et la somme de ces modules sera moindre que 

Mais la fonction repr<5sent<5e par (20.) ^tant dans notre cas holomorphe, 
quelqne grand qne soit le nombre ^ >• /?, on peut trouver un indice m k 
partir duquel 

>i1^.(ar)|<l. 
A partir de cet indice, la s^rie formte de celle (20.), en sommant les modules 
des s^ries qui donnent les coefficients de Pj(a;), a les modules de ses termes 
moindres que ceux de 

Les conditions du th^orc^me III sont douc remplies, et la s^rie (21.) converge 
avec f(x) vers la fonction holomorphe F(.r), qui satisfait ä (23.). 

La forme donnde par M. Hermite pour le terme göndral de la s^rie 
etant un peu difFdrente de la nötre, il convient de faire voir qu'elles coln- 
cident dans le cas que nous traitons. 



*) Comptes rendus de TAcademie des Sciences de Paris, tome LVIII. 
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M. Hermite donne ponr terme g^n^ral 



2(20)* y^ 



— X 



1.2...iP,(x) = (-iy-^^(2o)V 

D'abord pour ce qui concerne les polyndmes P.Cx), il suffit d'observer 
qae Ton a 

pour les mettre sous lear nouvelle forme. Ensuite, snbstituant cette valear 
dans lears coefficients, et int^grant par parties 

19 t /•+» — — 1 /*+» — — 



Cette formnle snbsisterait encore, si au liea de f(x) on mettait F(x\ car 
en vertu de (23.) 

_ «^ 

a pour limite z^ro, quand ä=+oo. La fonction F(a), 6tant holomorphe 
sur tout le plan, peut 6tre dövelopp^e sous le signe integral, et en obser- 
vant que 

2[^a;i_«^ ^1.2...(Ä— t) 1.2...Ö ' 

on obtient pr^cis^ment le second membre de T^quation (22.), et Ton voit 
que notre formule colincide, dans le cas que nous consid^rons, avec celle 
de M. Hermite. 
Faisons 

xij(y) = (i/-a,)(v-flt,). . . (y-a,) = ^„+i4iy+.i,i/^+--, 



(v— a,)(v— aj...(v— Or) y— a, v— a.^ v-a^ 

En vertu de la formule (4.) 



,vx 



t'^X 



i.\) 



E —-v'dv = /' f^'\z)e''^'-'Uz, 



(I 
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donc 

ij 

Dans le cas de racines Egales on observera d'abord que 

^S' -(iT-:^ = 'l.2...(ö-i)" ^""'^ 

et Ton verra alors que cette racine dounera dans le d^veloppement de 
f(x) les termes 



Les racines imaginaires donneront des termes trigonom^triques. 

On obtiendra des d^veloppements analogues en substitnant ä la d^ter- 
minante d'nne Operation les röduites de la fraction continne qui la reprösentent. 
Et aussi en appliquant cette möthode ä la döterminante d'une fonction. 

Pour en donner un exemple soit: 

\og(l+x) = x--^--\--±-^+R,^, 

V 2 — tn ■' V ^v V V* — »" •'' 



20 , 12 

.1- + 



91= " " 



v'+Av+2 

II suit de lä que 

log(l+x) = E — —l^^^^y^dy-E — mdy+R,. 
Mais 

v+3 A 



'—- + 



v'+4i'+2 y4.2 + v'2 v+2— >/2 

. _ 2-1^2 _ 2+y2 



'ZT ? 



donc 

log(l+x) = /'dx[A,,e-'^^'+A,e-'''^]+R,-E^didy. 
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Pour avoir un autre exemple prenons 

1 



}^l—x 



= i>+ß, ''=l+i-+- + i^xS 



1 . 1 



15 



105 . 945 



^^^' ^ ~ V "^ 2v' "^ 4»' "*■ 8v* "^ 16»* "*" 32»* ' 



y — 7»H — 3-- 



, 15 , , 45 15 



= BetP+fR. 



2^4 8 



Or r^quation 



V —■ 



15 , 45 , 15 



8 



= 



a trois racines reelles 



«, = 1,7845..., «2 = 0,19017..., a, = 5,5253... . 



Od anra donc 



3 15 , , 45 15 v—a. ' P—a^ ' v— «• ' 

y* - V -}- - V 



En g^n^ral soit 



= A,e''^'+A.,e''^+A,e''''+R-Ee'"?lidv. 



a?' 



F{x) = F(0)+^FXO) + ...+ j£-2,.FC^'>(0)+ß, 



et soient 



(Xj , «2 , 



., a. 



les racines de l'^quation 



F(0) F'(0) . . . F^'^(O) 

F'(0) F"(0) . . . F^'^^>(0) 

F('->)(0) F'(0) . . . F^"^''->>(0) 



V 



. . . v' 



= 0. 



Le premier raembre de cette ^quation repr^sente, ä une constante pr^s, le 
d^nominateur Z), de la r^duite du di^veloppement de la d^terminante en 
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fraction continue. Soit iV, le nnm^rateur, et posons 

iV,- A, ilj . Ai 

+ — —-] T 



on aara 

Le reste P peut s'^valuer facilement, on obtient 

^19 02...6i ^tant, comme on sait, des nombres plns petits qne l'unit^. 
Fassons ä une antre transformation. Soit 

(24.) t = A,v+A2V^+'"+ArV' 

la d^terminante d'one certaine Operation 

Si Ai n'est pas nnl, l'^quation (24.) a pour / tr^s petit une racine v simple 
et d^veloppable en s^rie convergente au moins dans nn petit cercle antoor 
de Porigine. Soit dans ce cercle 

Cette s^rie 6tant absolnment convergente, e*^^ est d^veloppable en s^rie 
suivant les pnissances de ly et Ton aura 

On en conclut 

f(x) ^tant un polynome, le second membre a un nombre fini de termes. 11 
devient une s^rie, quand f(x) converge vers F{x\ et alors les conditions 
de convergence seront donn^es par le th^or^me III. 
Prenons un exemple trös simple. Soit 

On a pour la racine proche de z^ro, t <5tant tr6s petit, 

,/ = ^4_2 — — o -4-14— 

p p^ p^ P P ' 



qui est convergente pourvu que 

4/ 



<1. 
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On a ensuite 



Prenons encore 

t = sinv, 
on aura, pour |/|<C 1, 

e'" = 1+F,(y)/+P,(y)<'+-, 



• • • 



fip-^y) = f(^)+P^(s)^f(^)+P^(.y)^K^)+-- 
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lieber das Additionstheorem der Cotangente und 

der Function S(«) = ^- 

(Von Herrn F. Schotiky in Marburg.) 



Jjür die Formel, welche die Partialbruch-Zerlegung der Cotangente 

darstellt, existirt eine Anzahl verschiedener Beweise. Das Problem, um 
das es sich dabei handelt, lässt sich folgendermassen auffassen. Die Cotan- 
gente ist zunächst definirt als diejenige Function, die der Differentialgleichung 

-T- = — 1— a:^ genügt und für ti = unendlich gross wird; sie ist periodisch, 

und ihre kleinste Periode heisst n. Es ist nun zu zeigen, dass ctg(ti) 
dargestellt wird durch den Ausdruck 



u ^ u — mit mn ^ 



WO die Summation sich erstreckt über alle ganzen Zahlen m mit Aus- 
schluss von Null. 

Eine Gruppe von Beweisen beruht auf folgendem Gedankengang. 
Man zeigt, dass ctg ti nur oo wird für ii = und die Vielfachen von +7r, 

an jeder solchen Stelle mn wie Dann kann die Differenz 



u—mn 



nctgCnu) -2'( 1 j 

nur eine Function v^(m) sein, die für endliche Werthe von u niemals un- 
endlich wird, oder eine Constante, und man bringt functionentheoretische 
Gründe dafür, dass das erstere nicht der Fall ist. Zum Beispiel folgenden. 

7ictg(7i«i) ist das arithmetische Mittel zwischen noXgin^ und n^\.g\n 1^" )- 

Dieselbe Eigenschaft weist die Reihe auf; daher müsste auch ^){u) diese 
Eigenschaft haben: 
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v(«) = 



v(f)+*(-^) 



Es fragt sich nun: Kann eine Function existiren, die in der ganzen Ebene 
regulär, aber keine Constante ist, und die dieser Functionalgleichung genügt? 
Diese Frage muss verneint werden. Denn denken wir uns um den Null- 
punkt einen Kreis beschrieben mit einem Radius, der grösser als Eins ist, 
so mtisste sich nach einem Satz der Functionentheorie auf der Peripherie ein 
Punkt u angeben lassen, wo der absolute Betrag von xp(u) grösser ist als 
in jedem Punkt innerhalb des Kreises. Innerhalb des Kreises liegen aber 



jedenfalls die beiden Punkte ^u und 



1+ti 



|V<w)|>|v;(-J)| und 



Daher wäre für dieses u: 






Folglich: 



l?-«! 



Ht) + *(^) 



2 



und am so mehr: 



lv(«)l 



HD+K-^) 



Dies widerspricht der obigen Functionalgleichung. Mithin ist die Differenz 
eine Constante, die offenbar den Werth Null haben muss. 

Dieser Beweis ist aber ein indirecter, insofern ein functionentheore- 
tisches Princip zu Hülfe genommen wird. Der directe Weg ist der, dass 
man von den Definitionen 

ausgeht und durch wirkliche Ausführung der Multiplicationen die Gleichung 

herleitet. Dies durchzufahren schien mir deshalb von Interesse, weil eine 
Schwierigkeit überwunden werden muss. Wenn zwei Functionen gegeben sind 
als convergente Summen rationaler Functionen, deren jede nur an einer Stelle 
unendlich wird, so entsteht durch die Multiplication beider auch wieder eine 
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Summe rationaler Functionen. In dieser aber besitzen die einzelnen Glieder 
im Allgemeinen zwei Unendlichkeitspunkte, und es ist nicht immer leicht, 
sie in je zwei Functionen mit nur einer singulären Stelle so zu zerlegen, 
dass die Summe unbedingt convergent bleibt 

Statt der Differentialgleichung wollen wir das Additionstheorem 
beweisen, und zwar in der Form, dass für drei Argumente u, e, u>, deren 
Summe gleich Null ist, die Gleichung 

besteht. Wir schreiben den Ausdruck für f(u) so: 

p 

Hier ist über alle ganzen Zahlen p. Null eingeschlossen, zu summiren; Cp 

bedeutet eine Constante, die gleich - ist, wenn p von Null verschieden, 
gleich Null, wenn p = ist. Danach ist : 

f(:u)f(v) = 2:f(u; p) f(v; q), 

Ku)f{u>) = 2f{u; p)f{w; r), 

f{t>)f(w) = 2f{D; q)f(tc; r). 

Wir denken uns in der ersten Summe in jedem Gliede zu p, q eine Zahl 
r, in der zweiten zu p, r eine Zahl q, in der dritten zu q, r eine Zahl p 
so hinzubestimmt, dass jedesmal p+q+r=^0 ist. Dann sind die Glieder 
der drei Reihen in völlig bestimmter Weise einander zugeordnet, und wir 
erhalten, wenn wir 

setzen, durch gliedweise Addition: 

S = 2: R(n, f), w; p, q, r), 

P,1^r 

R{n, V, w; p, q, r) = f(u; p)f(f>: q)+f(n; p)f{w; r)+f(v; q)f(w; r). 
Diesen rationalen Ausdruck, in dem 

M+<? + tr = 0, p-i q+r = 
ist, haben wir umzuformen. Da 

H — D ' ^ '^^ ^ 
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ist, SO ist: 

Ebenso stellen wir: 



dar. Die Summe dieser drei Ausdrücke ist Null. Daher erhalten wir: 

Ä(w, f?, w; p, q, r) = (c^ + er)f(u; p)+(Cr^rC^)f{f>; q) 

+ (Cp+Cg)f(fv; r)—(CpCg+CpC,+c^Cr). 

Demnach zerlegen wir S in vier Theile: 

S = S1+S2 + S3+S0, 
wobei 

S2 die entsprechende Function von v, Sy von w ist, und wo: 

ist. Allerdings beruht diese Zerlegung von 5 auf der Annahme, dass die 
vier Summen unbedingt convergent sind, ein Punkt, auf den wir sofort zu- 
rückkommen. Vorläufig nehmen wir die Convergenz an. Dann folgt weiter, 
dass 5i, ^2, S3 gleich Null sind. Denn es lässt sich z. B. 5, so schreiben: 

S, = 2:k/(u; p\ kp = 2(c,+Cr) , 

wo zu Summiren ist über alle Zahlenpaare q, r, deren Summe gleich —p 
ist, und es ist leicht zu sehen, dass jeder dieser Coefficienten k^ den Werth 
Null hat. Somit ist: 

Betrachten wir hier ein Glied, in dem die drei Zahlen p, q, r sämmtlich 
von Null verschieden sind. Dann ist: 

Nehmen wir aber p = 0, 9 = «, demnach r = — n an, wo n nicht Null sein 
soll, so erhalten wir: 

Dieser Werth —^ entspringt aus sechs verschiedenen Gliedern. Demnach ist: 

n-l W 
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Wir können aber diese Constante auch dadurch bestimmen, dass wir in der 
Formel S = So für u und t? den Werth |, für w den Werth — ^ setzen. 
Dann wird /*(«?) = 0, f(u) = /"(r) = n; also ist: 

So = 71 . 

Aus der jetzt bewiesenen Gleichung 

K^)Kf>)+f(M)f(j^)+f(p)K^^)=^^' für u+v+w=^0 
folgt sofort die Differentialgleichung: 

indem man ^ = werden lässt. Setzt man nun: 

so ergiebt sich: 

Folglich ist q>(u) die Cotangente und n die kleinste Periode derselben. 

Aber alle diese Schlüsse setzen voraus, dass die Summen S^, S2, 
S3, So unbedingt convergiren. S2 und Sy haben dieselbe Form wie S^, und 
da So = S— jS,— S2— S3 ist, so genügt es, die Convergenz der einen Summe 

festzustellen. Wir lassen die Glieder fort, in denen p, q oder r gleich 
Null ist, da sie zweifellos convergente Partialsummen bilden. Für die 
übrigen ist: 

(c,+Cr)f(n; p) = — " 



P 
und da der erste von diesen beiden Factoren eine endliche obere Grenze 
hat, so kommt es nur darauf an zu zeigen, dass die Summe 

I pqr 

einen endlichen Werth hat. Sie ist zu erstrecken über alle von Null, ver- 
schiedenen ganzen Zahlen p, q, r, die der Bedingung p + q+r = genügen. 
In jedem solchen System p, q^ r sind entweder zwei Zahlen positiv, 
die dritte negativ, oder zwei negativ, die dritte positiv. Danach zerfallen 
die Glieder in sechs Gruppen, und die Summen selbst in sechs Partial- 
summen, die offenbar einander gleich sind. Es genügt daher, die eine Gruppe : 

p und q positiv, r = — (p + gf) negativ, 
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iDB Auge za fassen. Dass nun die Summe 



coDvergirt, lässt sich so beweisen. Jedenfalls ist 



Folglich: 



«1 » 1 T . 1 



*/i 



J -T-Tvvr < i (-rr) , d.i. 

,«=1 p(p+Qy »=i^p '' 



Ebenso: 



Da nun: 



» 1 ^ « 



■ .+ 



p(p4-7)' qCp+qT pg(p+9) 

ist, so folgt: 



P,^i P7(P + <l) 3 

Hierdurch ist die Gültigkeit unserer Umformungen nachgewiesen. 

Wir wenden uns nun zu den doppelt periodischen Functionen. Die 
Perioden denken wir uns in der Form p =^ma+nb gegeben, wo m, n be- 
liebige ganze Zahlen bedeuten, a, b sind die primitiven Perioden, deren 
Quotient imaginär sein muss. Es gilt dann der Weierstrass^che Conver- 
genzsatz, dass die Summe 

erstreckt über sämmtliche Perioden p, unbedingt convergirt, und demnach 
auch die allgemeinere Reihe JSR(p), sofern R(p) irgend eine rationale 
Function von p bedeutet, die für p = oo mindestens von der dritten Ordnung 
verschwindet. Hiernach ist es möglich, alle beliebigen elliptischen Func- 
tionen zu bilden. Man erhält ihre Additionstheoreme, indem man von dem 
Satz ausgeht, dem Fundament der lAouvHle^chen und der ff^i^'^^/ro^^schen 
Theorie, dass eine in der ganzen Ebene reguläre Function, die auch bei 
der Annäherung an den unendlich fernen Punkt nicht über jede Grenze 
wächst, nothwendig eine Constante sein muss. Die Additionstheoreme sind 
aber algebraische Beziehungen zwischen gegebenen Summen. Wir können 
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uns deshalb die Aufgabe stellen, sie ohne jenes functionentheoretische 
Princip, durch blosse Rechnung herzuleiten. 

Man wird allerdings für diesen Zweck nicht jede Additionsformel 
wählen, z. B. nicht die der Function ^(«), denn hier würde man drei 
Summen mit einander zu multipliciren haben. Geeigneter, aber nicht sym- 
metrisch genug, wäre das Additionstheorem der Integrale zweiter Gattung: 



?(«+•)-?(»)-?(•) = i^^E^- 



Hier ist ^(u) die Function, die Herr Weierstrass als —r^ bezeichnet und 
durch die Reihe 

^ "^ u p ^U'-p p p^ y 

darstellt, p(u) ihre mit negativem Zeichen genommene Ableitung. 

Aus der angegebenen Formel folgt durch Differentiation das Additions- 
theorem für p(u). Sie selbst aber lässt sich als Differential einer anderen 
Formel ansehen, die von den Herren Frobenim und Stickelberger*) zuerst 
gegeben ist: 

(^(fi)+c(t,)+^(f/.))H^'(fi)+r(t^)+r(tr) = 0, 

wenn 

m4-«?+w? = 

ist. Diese Gleichung ist symmetrisch in Bezug auf ii, r, to; aus ihr ent- 
springt die vorige, indem man sie unter der Voraussetzung ir = Const. diffe- 
rentiirt, und ihre Form entspricht derjenigen, in der wir das Additionstheorem 
der Cotangente schreiben konnten. Es ist auch leicht zu sehen, dass der 
Ausdruck links nie unendlich wird, dass er für «i = verschwindet und dass 
er jedenfalls periodisch ist. Damit ist die Richtigkeit der Gleichung sofort 
erkannt, wenn man den vorhin erwähnten Satz zu Hülfe nimmt. Aber eben 
die Anwendung dieses Satzes wollen wir hier vermeiden. 

Der rechnende Beweis entspricht ganz dem vorigen. Sogar der 
Convergenzsatz, den wir brauchen, beruht auf der schon durchgeführten 

Betrachtung. Dem Weier8tras8%c\i^x\ Beweise für die Convergenz von 2\-^^ 

liegen die beiden folgenden höchst einfachen und unmittelbar einleuchtenden 
Gedanken zu Grunde: 



*) Ueber die Additiou und Multiplication elliptischer Functionen. Dieses Journal , 
Bd. 8b, S. lof). 
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Erstens: wenn §, rj reelle Variable, a, b dagegen gegebene Grössen 
mit imaginärem Verhältniss bedeuten, so existirt für den Quotienten 



ein endliches Minimum K. 

Zweitens: wenn g eine positive ganze Zahl ist, so existiren genau 
4flf Paare ganzer Zahlen tn, n, welche die Bedingung |»»|+|»| = fl' erfüllen. 

Bezeichnen wir diesen Werth |w|+|w| als Grad der Periode ma+nb, 
so giebt es genau Ag Perioden vom Grade g, und jede ist grösser oder gleich 
gK. Daraus folgt sofort: 



Wir fügen einen Zusatz hinzu, indem wir die Convergenz der folgenden 
Summe 



T == 2: 



1^ 

beweisen. Hier soll p alle Periodenwerthe durchlaufen, ebenso q; nur p = 0, 
9 = und p = q ist natürlich auszuschliessen. 

Die Glieder von T zerlegen wir in drei Gruppen, je nachdem der 
Grad von p gleich, grösser, oder kleiner als der von q ist. Die beiden 
letzteren Partialsummen sind aber identisch. Wir setzen deshalb: 

T - T,+2T,, 

wo Ti denjenigen Theil von T bedeutet, in dem p und q von gleichem 
Grade sind, während Tj die Glieder umfasst, für die p von höherem Grade 
als q ist. 

Die Glieder von T^ gruppiren wir nach dem Grade g von p und q. 
Für ein bestimmtes g giebt es jedenfalls nicht mehr als (4flf)^ Glieder, in 
jedem einzelnen ist: 

IpI ü»d \q\^gK, \p-q\^K. 
Daher ist die Summe der Glieder von T„ die zur Zahl g gehören, kleiner als: 

und T, seihst kleiner als: 

42* 
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lu T2 hat jedes p einen bestimmten Grad g, jedes q einen Grad h, 
und es ist g^h. Der Grad von p—q ist dann mindestens gleich g—h. 
Denn es sei 

p = ma+nby q = m'a+n'b, 

so ist: 

!m-m'|+|ii"ii1 ^ |fiih|m'|+|ii|-|ii'|. 
Folglich ist: 



p^q\p-q) 



Da die Anzahl der Glieder, äie zu den Zahlen g, h gehören, keinesfatls 
grösser als A^gAh ist, so ist ihre Summe: 

16 1 



und To selbst kleiner als: 

oder, indem wir g = h+k setzen, kleiner als: 

i/b -^ 



Dass diese Summe einen endlichen Werth hat, ist schon bewiesen. Somit 
ist die ganze Summe T unbedingt convergent. 

In dem Summenausdruck 7 schreiben wir —q statt q, und mit je 
zwei Perioden p, q verbinden wir eine dritte, r, durch die Gleichung 
p+q+r — 0. Dann erhält der bewiesene Satz die Form: 

Die über alle Systeme von je drei der Bedingung p+q+r = 
genügenden Perioden erstreckte Summe 



P'g'r 



ist unbedingt convergent. 

Nach dieser Vorbereitung bilden wir den Ausdruck: 

^(fi)S(r)+^(r)^(fr)+S(ir)S(u) = S; 

wir setzen voraus, dass u^ f>, w drei nicht singulare Argumente sind, deren 
Summe gleich Null ist: 

u+v+w = 0, 

und wir wollen zeigen, dass sich ;S> umformen lässt in eine Summe von 
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drei Functionen, deren jede nnr von einem Argument abhängt. Wir setzen: 

wo die Snmmation sich erstreckt über alle Perioden p mit Einschlnss von 

Null; f(u; p) aber bedeutet — oder 

1 , 1 , ti fi' 

+ Tr+ TT = 



u-p p p" p\u-p) ' 

je nachdem p = oder von Null verschieden ist. 

Zunächst können wir wieder, durch Ausführung der Multiplicationen, 
S in dieser Art als Summe von lauter rationalen Functionen darstellen: 

S = 2R(uy f>y w; p, q, r). 

R(uy f>, w; p, q, r) bedeutet den Ausdruck: 

K^'y p)f(vi g)+K^; g)K^; O+^C«?; r)f(u; p); 

man erhält sämmtliche Glieder, indem man zwei der Grössen p^ q, r unab- 
hängig von einander alle Periodenwerthe durchlaufen lässt, mit Einschluss 
von Null, während die dritte jedesmal durch die Gleichung p+q+r^O 
bestimmt ist. 

Diese convergente Summe zerlegen wir in zwei Haupttheile 

S = L+M. 
L soll alle diejenigen Glieder enthalten, in denen eine der Grössen p^ q, r 
gleich Null ist, M die übrigen. Diese beiden Summen L und M müssen 
wir besonders behandeln. 

I. L enthält zunächst ein Glied p = 0, ^ = 0, r = 0. Aber dieses ist: 

' +4 + -.4 -0 



UV cto um 

und kann somit fortgelassen werden. Bei den übrigen ist entweder p oder 
q oder r gleich 0, während jedesmal die beiden anderen Grössen von Null 
verschiedene entgegengesetzte Werthe haben. Demnach zerfällt L weiter in 
drei Partialsummen : 

L = Li + Zr2 + -''37 

von denen L^ die Glieder enthält, in denen p = ist, Lg die, wo g = 0, Lj 
die, wo r = ist. 

Fassen wir L^ ins Auge ; in diesen Gliedern haben wir p = und 
T^-q zu setzen; daher haben wir: 

R{u, f>, w; p, q, r) = —if(f>; q)+f{i^; ''q))+f(v; q)fiy>; -?> 
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Dies ist eine rationale Function von q, und zwar eine solche, die für 9 = r 
und q— —iD von der ersten, für ^ = von der vierten Ordnung unendlich 
wird , und die zugleich für g = 3c von der dritten Ordnung verschwindet. 
Demnach muss sich R in folgender Weise darstellen lassen: 

Af{f>; q)+Bf(fc; -^q)+-^-, + ^,, 

Die von q unabhängigen Coefficienten A, B, C, D sind leicht nach der 
Methode der Partialbruch-Zerlegung zu bestimmen: 

ii = - - ,- , B = 5-1 C = «? — ©, D=vw; 

man erhält jetzt L^, indem man über alle von Null verschiedenen Perioden 
q summirt. Da hierbei 

^(f ) = 

ist, so ergiebt sich: 
wobei «4 die Constante: 



ist. 



Aehnlich bestimmen »ich L^, L^: 



Da 



da ferner: 



«ir+tt'w+wt? = — ■J-(w*+<j'^+fr*)j 



IC — U C — M 3 

+ 



u u u 

ist, so findet sich durch Addition von Lj. A.., L3: 
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wobei l(u) die Function bedeutet: 

IL M enthält die Glieder von 2R(u, ©, tc; p, q, r), wo p, q und r 
von Null verschieden sind. Also ist hier: 



n' ., . c» 



Wir nehmen nun folgende Zerlegung vor. Wenn u+v + w = 0, p+q+r = 
ist, so ist: 

ruv = pqw—qv(u'-p)-'pu(v-'q). 

Multipliciren wir diese Gleichung mit: 



UV 



so erhalten wir: 

ff * \f( ' ^ ^^^ ^ t?' tt tt' t? 

Aehnlich sind die Producte 

f(^; q)f{^; r), f(w; r)f(u; p) 
darzustellen. Bei der Addition ergänzen sich die drei Anfangsglieder auf 
der rechten Seite zu Null; diese können also weggelassen werden. Dann 
wird Ä(fi, r, ir; p,q,r) eine Summe von sechs Termeu: 

tl* !? f#' tO V^ U . 

Diese Terme aber bilden für sich convergente Summen. So ist z. B. : 

^pqr(u^p) qy I 

Der Factor 






u'v 



1-^ 



P 

hat eine endliche obere Grenze, und -2'(— y-j-j ist unbedingt convergent, 

wie wir bewiesen haben. 

Demnach ist es erlaubt, U in diese sechs Summen zu zerlegen. 
Wir fassen sie aber paarweise zusammen und setzen: 



M^ = -2- — j^ — r-(- + — ), etc.. 
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80 das8 M = Mi+M2+M3 wird. M2 und M3 sind die Summen, die aus M^ 
durch Vertauschung von u mit v und tv entstehen. 

M^ ist scheinbar von u, v und tv abhängig. Nun kann man aber 
q und r vertauschen, und da 



C + ~)+(v+v) = 



ffU 



q r y ^ r q ^ qr 

ist, so erhält man: 



2Mi — ^—j-T 



-II» 



Ml ist demnach eine Function von u allein, die wir mit .a(ti) bezeichnen. 
M2 ist dann ^ fi(f>\ M^=^fi(w)] somit: 

M = /i(«i)+iu(f?)-f ^(fi?). 
Wir können für /i(ti) auch die Definition gelten lassen: 

tp darf hier einen ganz beliebigen Werth bedeuten, während « = —«—«? zu 
setzen ist. Nehmen wir z. B. tr = 0, « = — « an, so erhalten wir: 



II» 



fl(u) = 2"- -,-^- -r- • 

^ ^ pgV(tt-p) 

In diesem Aasdrucke vertauschen wir, was erlaubt ist, p, q, r mit —q, 
-p, -r: 

und addireu beide Formen. Da 

1,1 ru 



^(ti-p) p{n+q) pq(M-pXu+q) 

ist, so ergiebt sich auf diese Weise: 



tt* 



2fi{u) - -JS'^,^.^^^^^^-p^, 

oder 

-2.t/(«) = 2:f(u; p)f{u; ^q). 

Hier ist die Summation in Bezug auf p und q über alle von Null ver- 
schiedenen Perioden zu erstrecken, mit Ausschluss von q = —p (weil dann 
r = würde). Fügen wir diese ausgeschlossenen Glieder noch hinzu, 
addiren wir also auf beiden Seiten die Summe 
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erstreckt über alle von Null verschiedenen Perioden p, so steht dann anf 
der rechten Seite das Quadrat von l^(u) Es ist also: 

-2,u(u)+:sr(u; p) = (C(«)- \)'- 
Nun ist aber: 

folglich : 

^A«;p) = -^ft(«)-|)+4(?(«)-i)+»««^ 

Setzen wir diesen Werth der Summe ein in den zuletzt gefundenen Aus- 
druck der Function ,a(tt), so ergiebt sich: 

A*(«) = -Kr(«)+r(«))+|-(^(«)-|)+i*»«^ 

Vergleicht man dies mit dem vorhin gefundenen Werth von i(w), so folgt: 

Daher ist: 

welche Gleichung zu beweisen war. 
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lieber die Function E{x) mit complexem Argument. 

(Von Herrn E. Busche in Bei^edorf bei Hamburg.) 



Uie Function EQc)*) kann für reeUe positive Werthedes ArgamentB 
auf zweierlei Weise definirt werden: Man kann erstens unter E{x) die 
grösste ganze Zahl verstehen, die ^ x ist, und man kann zweitens mit E(x) 
die Anzahl der in dem Bereiche von Null (excL) bis x (incl.) enthaltenen 
ganzen Zahlen bezeichnen. Beide Definitionen werden durch die bekannte 
Gleichung 

E{^x) = -E(x)~l 
auch auf negative Werthe des Arguments ausgedehnt. Diese Gleichung 
ist mit den beiden angegebenen Definitionen aber nur dann in Einklang zu 
bringen, wenn x nicht ganzzahlig ist. Aus diesem Grunde ist es noth- 
wendig, neben die Function E(x) die mit ihr völlig gleichberechtigte Func- 
tion Ei{x) zu stellen, die für ein nicht ganzzahliges x mit E^x) überein- 
stimmt, für ein ganzzahliges x aber mit E(x) durch die Gleichung 

E,{x) = E(x)-1 
verbunden ist. Um E^{x) unabhängig von E{x) zu erklären, muss in der 
ersten Definition <ix statt ^x gesetzt werden, bei der zweiten Definition 
ist für E^(x) statt der variablen Grenze x eine unendlich wenig kleinere 
Zahl zu nehmen bei der Bestimmung der in dem Bereiche von Null bis x 
liegenden ganzen Zahlen. 

Die Gleichung 

E(-x) = -Ei(x)~l 
besteht für jeden Werth des Arguments und führt zu keinem Widerspruch 
mit den Definitionen. Es ist z. B. 

£(-3) = -£,(3)-! = -2-1 = -3, 

*) Ich benutze hier die ursprüngliche Legendre^c\\Q Bezeichnung E{pc) statt der 
kürzeren G'awsÄschen [ar], weil ich die Einscliliessung in eckige Klammern in einer an- 
deren, auch von Gauss herrührenden Bedeutung gebrauchen werde. 
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und zu demselben Werth von J5(— 3) wird man durch die erste Definition 
geführt und auch durch die zweite, wenn man bedenkt, dass statt der variablen 
Grenze —3 bei -B(— 3) eine unendlich wenig grössere Zahl zu setzen ist, 
dass also —3 nicht mit zu dem Bereich gehört, dessen ganze Zahlen ge- 
zählt werden, während die Zahl Null, die ja von dem Bereiche von Null 
bis x>Q ausgeschlossen war, jetzt mitgezählt werden muss, weil diese 
ganze Zahl sonst weder zu einem positiven, noch zu einem negativen Be- 
reiche gehören würde. Für jBi(— 3) dagegen ergiebt sich aus der Glei- 
chung der Werth —4, was ebenfalls aus den beiden Definitionen dieser 
Function mit Noth wendigkeit folgt, denn statt —3 ist bei der Abgrenzung 
des Bereiches eine unendlich wenig kleinere Zahl zu setzen, und die Zahl 
Null ist wieder mitzuzählen, da sie auch bei E^(x) von einem positiven 
mit Null beginnenden Bereich ausgeschlossen war. 

Dass man hiernach bei der Benutzung der zweiten Definition für 
ein negatives x als Anzahl der in einem gewissen Bereich enthaltenen 
ganzen Zahlen eine negative Zahl erhält, ist ebenso zulässig wie in der 
Geometrie der Gebrauch von negativen Strecken. 

Mit Hülfe der beiden Functionen E(x) und E^(x) kann man die 
Anzahl [0:1,0:2] der in dem Bereiche von x^ bis X2 vorhandenen ganzen 
Zahlen angeben. Es ist 

[xi, xa] = E(x^—E{x^ oder = E(x^—E^(x^) 
oder = £1 (x^) —E(x,) oder = £, (xj) - E, (a?,), 

je nachdem für den Fall, dass eine oder beide Grenzen ganzzahlig werden, 
entweder sowohl Xi als x^ im positiven Sinne unendlich wenig verschoben 
gedacht werden sollen, oder x^ im negativen, X2 im positiven oder Xi im 
positiven, X2 im negativen oder endlich sowohl x^ als X2 im negativen 
Sinne. Es ist [a?i,o:2]<0, wenn Xi'^x2 ist. 

Diese etwas weitläufige Betrachtung habe ich vorangeschickt, um 
die Berechtigung und allgemeine Gültigkeit der zweiten Definition ausser 
Zweifel zu setzen, denn nur wenn man beide Definitionen von E(x) auf 
complexe Zahlen überträgt, ist eine Behandlung dieser Function mit com- 
plexem Argument möglich und bis zu einem gewissen Grade mit den ein- 
fachsten Mitteln durchführbar. Die zweite Definition von E(x) für ein 
reelles x tritt übrigens nicht nur in den hierauf bezüglichen Arbeiten von 
L Kronecker und Herrn E. Schering deutlich — wenn auch in abgeänderter 

43» 
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Form — hervor, sondern sie liegt implicite allen Untersuchungen über 
diese Function zu Grande, die ihrer Natur nach eine Anzahlfunction ist. 

Die erste Definition der Function E(x) lässt sich unmittelbar auf 
complexe Werthe des Arguments übertragen. Unter E(x+y{) hat man 
diejenige ganze Zahl a+bi zu verstehen, die durch die Bedingungen 

bestimmt ist. Neben E(x+yi) sind jetzt drei andere Functionen Ei(x+y{) 
EiQc+yi)^ E3(x+yi) zu stellen, die sich nur dann von E(x+y%) unter- 
scheiden, wenn mindestens eine der Zahlen x oder y ganzzahlig ist. Es 
möge definirt sein: Ei^x+yi) = ai+bii durch die Bedingungen 

x—l ^ «1 < x, y-1 <:bi^y, 
E2(x-\'yt) = 02+62« durch 

X— 1 < ^2 ^ a:^ y— 1 ^ 62 < y, 
£3 (x + yi) = a^+b^ i durch 

x—l ^ «3 < ^5 y -1 < 63 < y. 

Die zweite Definition der Function E(x) lässt sich dagegen nicht 
ohne Weiteres auf complexe Zahlen übertragen, aber es ist, wie gesagt, 
zur erfolgreichen Behandlung der Function E(x+y%) durchaus nothwendig, 
auch flir complexe Zahlen eine Anzahlfunction aufzustellen, die mit E(x+yi) 
in einer so engen Beziehung steht, dass sie gleichsam die zweite Definition 
der reellen Function vertritt. Alle hier in Betracht kommenden Anzahlen 
sind solche von sämmtlichen ganzen Zahlen in einem gegebenen beliebig 
begrenzten Bereich, der die ar+y«- Ebene einfach überdeckt. Bezeichnet 
man einen solchen Bereich mit ©, so möge der Complex der in 33 liegen- 
den ganzen Zahlen (55), ihre Anzahl [33] genannt werden. (Vgl. Gausi 
Nachlass zur Theorie der biquadratischen Reste. Werke Bd. 2). Diese 
Anzahl ist positiv, wenn bei der Bestimmung des Bereiches seine Grenzen 
im positiven Sinne durchlaufen werden, negativ, wenn dies im entgegen- 
gesetzten, negativen Sinne geschieht. Im Folgenden werden übrigens nur 
positive Anzahlen gebraucht werden. Wenn der Bereich ein von geraden 
oder gegebenen krummen Linien begrenztes Polygon ist, so soll er durch 
die in der richtigen Reihenfolge neben einander gesetzten Eckpunkte be- 
zeichnet werden. 

Wenn nun bei einer Betrachtung mehrere Bereiche auftreten, die alle 



(1.) 
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nach demselben Gesetz gebildet werden, so wird im Allgemeinen schon die 
Angabe eines einzigen charakteristischen Punktes der Begrenzung hinreichen, 
um den gerade in Frage kommenden Bereich zu kennzeichnen. In diesem 
Falle soll die Anzahl der in dem Bereiche liegenden ganzen Zahlen kurz 
durch diesen in eckige Klammern gesetzten Punkt angegeben werden, und 
diese so durch einen einzigen Punkt bestimmte Anzahlfunction betrachte 
ich als das Analogon zu der mittelst der zweiten Definition erklärten Function 
E(x). In der That wird sich zeigen, dass, wenn man die Functionen 
E(x+yi) und [aj+yt] neben einander betrachtet, sich Gleichungen ergeben, 
die bekannten Formeln aus der Theorie der reellen Function E(x) ent- 
sprechen. 

Zunächst ist klar, dass die folgende identische Gleichung richtig ist 
(vergl. meine Arbeit „über grösste Ganze'^, dieses Journal, Bd. 103, S. 118): 

l» = (55), w = (^(33))', L = (A,(ir), A2(t^+1), f,,(w+l+i), Uw+i)y. 

Hier ist F eine ganz beliebige Function, so dass statt der Summenzeichen 
auch Productzeichen gesetzt werden dürfen. /ii(«) ist eine Function, die 
in dem Bereich S nicht nur selbst endlich, stetig und eindeutig ist, sondern 
auch eine ebensolche inverse Function /iiCir) in dem Bereiche AiC^) besitzt, 
der aus 35 durch die mittelst des vorgesetzten Functionszeichens angedeutete 
conforme Abbildung hervorgeht, ä durchläuft alle ganzen Zahlen des 
Bereiches 35, wobei natürlich festgestellt sein muss, welche etwa auf dem 
Rande gelegenen ganzen Zahlen mit zu 35 gerechnet werden sollen. Da 
man, nachdem diese Festsetzung getroffen ist, die Grenzen des Bereiches 
unendlich wenig so geändert denken darf, dass die ganzen Zahlen, die zu 
^^ gehören sollen — und nur diese — im Innern des Bereiches liegen, 
80 erfordern solche ursprünglich auf dem Rande von 3^ gelegenen Zahlen 
keine besondere Berücksichtigung. Die Grösse w durchläuft alle ganzen 
Zahlen des Bereiches /2i(35), ausserdem aber, was in (1.) durch den Accent 
angedeutet werden soll, alle diejenigen ganzen Zahlen w ausserhalb des 
Bereiches /2i(35), die so beschaffen sind, dass ein Theil des „Elementar- 
bereiches" t€y w+1, ir+l+i, tr+f noch innerhalb des Bereiches liegt. 
tw endlich durchläuft die ganzen Zahlen des Bereiches fi2(u>)j ^2(tt'+l), 
/nCtt^+l+O? fn(^+i)i wenn dieser Bereich sich ganz innerhalb des Bereiches 
55 befindet, sonst nur diejenigen Zahlen des Complexes (/iiC«'), fu(j^+'^)) 
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fvi(^+i+i)j /i2(«?+0)? di^ ^öc^ zu S gehören. (Diese Beschränkung soll 
der hinzugefügte Accent ausdrücken). Während nämlich AiCä) sich in dem 
geradlinig begrenzten Elementarbereich w, ir+l, ir+l+», «r-fi befindet, 
so dass £^(/2i(»)) = *^ ist, bleibt a = ^u,- in dem angegebenen Bereich, der 
aus dem Elementarbereich durch conforme Abbildung mittelst der Function 
/i2 hervorgeht. Da in der Gleichung (1.) die Function E vorkommt, so 
gehören die Linien /'^C«')? A2(«''+l) u^d /i2(tt?), fnC^+i) mit Ausnahme der 
Punkte /i2(«r+l) und fi2(^+i) mit zu dem Bereich für tw^ die Linien 
/iaCir+l), A2(w?+l+0 und A2(tt?+0? A2(m?+1+0 dagegen nicht. Analoge 
andere Bestimmungen müssten getroffen werden, wenn statt der Function E 
eine der Functionen Ei, E2, E^ bevorzugt worden wäre. 

Die Gleichung (1.) ist eine reine Identität; nur in der Schreibweise 
unterscheiden sich die linke und die rechte Seite von einander. Bei der wirk- 
lichen numerischen Ausrechnung würde jedem Gliede links ein identisches 
Glied rechts entsprechen; für diejenigen Werthe von tv, die jB(/2i(»)) gar 
nicht annimmt, existiren keine Zahlen tw9 so dass diese Glieder der über 
w erstreckten Summe in der That nicht vorkommen. Die auf der rechten 
Seite von (1.) erscheinende Form ermöglicht jedoch, wenn die Function F 
specialisirt wird, eine Umformung der Summe, die in einfachen Fällen zur 
thatsächlichen Ausführung der Summation führen kann. 

Um das zu zeigen, möge F(a, ß) = a gesetzt werden. Dann geht 
(1.) über in 

a = (33), «. = (A(SB))'. 

Denkt man sich die Grösse z auf einer a- Ebene, ir auf einer m?- Ebene 
repräsentirt, so braucht man nicht noch eine dritte Ebene zu Hülfe zu nehmen, 
um fn(^) zu veranschaulichen, da /ia die inverse Function von /215 also 
^j2(fe>) = z> ist. Die durch die ganzen Punkte einer Ebene zu der reellen 
und der imaginären Axe gezogenen Parallelen mögen Elementarlinien 1., 
bezw. 2. Art genannt werden; sie begrenzen die Elementarbereiche. Die 
den Elementarlinien der ir- Ebene bei der couformen Abbildung mittelst ^^ 
entsprechenden Linien der a- Ebene sollen Fundamentallinien 1., bezw. 2. Art 
heissen. Die ä- Ebene, insbesondere der Bereich ^, wird durch die Fun- 
damentallinien in rechtwinklige, im Allgemeinen krummlinige Vierecke 
zerlegt. Der Rand von i^ schneidet eine Anzahl dieser Vierecke, und zwar 
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kann wieder, eventuell nach vorangegangener unendlich kleiner Abänderung 
von S, angenommen werden, dass dieses Schneiden nicht in dem Eckpunkt 
eines Vierecks stattfindet. Die Eckpunkte der Vierecke entsprechen den 
ganzen Zahlen der ir- Ebene, die innerhalb des Bereiches © liegenden Eck- 
punkte den innerhalb des Bereiches /2i(^) liegenden ganzen Zahlen. Mit 
der Anzahl der ganzen Zahlen innerhalb desjenigen Vierecks, das dem 
Elementarbereich w, ir + l, w + l+i, w+i entspricht, ist bei der Bestimmung 
von -2"^ die Zahl tv zu multipliciren. Dabei ist nur der zu 53 gehörige 
Theil des Vierecks zu berücksichtigen, wenn der Rand von 33 das Viereck 
schneidet. 

Nun soll über den Bereich 33 die Voraussetzung gemacht werden^ 
dass er einfach zusammenhängend sei, und dass seine Grenzen von den 
Fundamentallinien nur an einer Eintrittsstelle und einer Austrittsstelle ge- 
schnitten werden. Das ist gleichbedeutend mit der Voraussetzung, dass der 
Bereich /2i(33) einfach zusammenhängend ist, und dass seine Grenzen von 
den Elementarlinien nur in je zwei Punkten getroffen werden. In solche 
einfache Bereiche kann ein beliebiger Bereich bekanntlich durch eine end- 
liche Anzahl von Schnittlinien zerlegt werden. 

Durch zwei sich in /iaC«?) schneidende Fundamentallinien wird 33 in 
vier Theile zerlegt, von denen derjenige, der rechts von der Fundamentallinie 
1. Art und links von der Fundamentallinie 2. Art liegt (d. h. rechts von 
/"laC«?— 1), Z'ijC«') und links von /iaCir— t), /i2(«^)), als der Bereich angesehen 
werden soll, der durch den Punkt fu^tc) bestimmt ist; die Anzahl von 
ganzen Zahlen, die er enthält, ist nach der früher getroffenen Verabredung 
mit [fni^)] zu bezeichnen. Dann ist 
[/i2(«r), fu(f^+l), /"nCtt^+l+O? fi2W+i)] 

Denkt man sich in dieser Weise alle in 2^ vorkommenden Vierecksanzahlen 
zerlegt — wobei vorläufig von den Randvierecken abgesehen wird — so 
sieht man, dass die Anzahl [fudt^)] viermal vorkommt, nämlich einmal 
positiv und multiplicirt mit w, einmal positiv und multiplicirt mit ir— 1— t, 
einmal negativ und multiplicirt mit tr— 1 und einmal negativ und multiplicirt 
mit w—iy so dass [/i2(»^)] ini Ganzen mit w+w—l—i—w+l—tv + iy d. h. 
mit Null multiplicirt wird. Das gilt für jedes (/12 («?)], das zu einem Werth 
von w gehört von der Beschaffenheit, dass auch ir+1, «j+l+i, ir+i noch 
unter den tv vorkommen, über welche 2:„ zu erstrecken ist. 
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Um die am Rande von 33 auftretenden Besonderheiten einer genaueren 
Betrachtung zu unterziehen, mögen die Eintrittsstellen der Elementarlinien 
1. Art in den Bereich f2i(ß) mit ;?i, /?2^...p^..., die der Elemeutarlinien 2. Art 
mit pi, Piy'Pv'^ die Austrittsstellen entsprechend mit qi, q2y'gfi""i bezw. 
q[, ^2 >...g^... bezeichnet werden. Die;?, p\ q^ q sind keine ganzen Zahlen. 
fnip^ ist die Eintrittsstelle der v. Fundamentallinie 1. Art in den Bereich 
33, u. 8. w. An dem Theil des Randes von ©, wo nur Eintrittsstellen beider 
Arten von Fundamentallinien vorhanden sind, findet keine Ausnahme von 
der Regel statt, nach der [fniu))] mit dem Factor Null versehen in 2^ vor- 
kommt, auch ist es hier nicht nothwendig, andere Anzahlfunctionen als [fn(jf>)\ 
einzuführen. 

An dem Theil des Randes von 33, wo Eintrittsstellen von Fundamen- 
tallinien 2. Art und Austrittsstellen von solchen 1. Art auftreten, ist fol- 
gendermassen zu verfahren. Zwischen fu{p) und /i2(»^+0 liege die Ein- 
trittsstelle /iaCK), zwischen /iaCtf^+O und /i^C^r+l+O liege die Austrittsstelle 
fni^n)' ^^^^^ kommt in S^ das Glied ir.[/i2(p|.), ^12(5'^), /iaCw^+O] vor. 
Nun ist 

wenn unter [fnijlf^^ die Anzahl der ganzen Zahlen in dem Bereiche ver- 
standen wird, der von der durch fniq^) gehenden Fundamentallinie 1. Art 
und dem Rande von 33 begrenzt wird. Dabei ist in Uebereinstimmung mit 
der Definition von [fi2(jJo)\ derjenige der beiden Bereiche, in die 33 durch 
die Fundamentallinie 1. Art getheilt wird, gemeint, der rechts von ihr liegt. 
Der Summand von -2*^, dessen erster Factor fr+« ist, besitzt als zweiten 
Factor eine Anzahlfunction, die bei ihrer Zerlegung das Glied [fuiq^^ sub- 
tractiv enthält; bei anderen Gliedern der Summe aber tritt [/nC^;/)] nicht auf, 
so dass dieser Ausdruck im Ganzen mit w—w—i, d. h. mit — i multiplicirt 
wird. Ganz dasselbe Resultat wird in derselben Weise hergeleitet, wenn 
zwei oder mehrere Austrittsstellen von Fundamentallinien 1. Art unmittelbar 
auf einander folgen, ohne dass zwischen ihnen auf dem Rande von 33 eine 
Eintrittsstelle einer Fundamentallinie 2. Art liegt. 

Bei den Stellen des Randes, die entweder nur Austrittsstellen von 
Fundamentallinien 2. Art enthalten oder dazwischen auch Eintrittsstellen von 
Fundameutallinien 1. Art, ist l/^C^^)] niit —1 zu multipliciren , wenn die 
Glieder von JS",^ in entsprechender Weise zusammengefasst werden. Dabei 
ist \fu(jlfi)\ die Anzahl von ganzen Zahlen in dem links von der Funda- 
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mentallinie 2. Art liegenden Bereiche, der ausser von dieser nur von den 
Begrenzungslinien von 23 begrenzt wird. 

Endlich kommen noch die Stellen des Randes von 35 in Betracht, 
an denen Austrittsstellen beider Arten von Fundamentallinien unmittelbar 
auf einander folgen. Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden. Wenn erstens 
der Rand von dem Viereck /iaCtr), /i2(fr + l), /iaCfr + l+t), fui't^+i) ein zu 
S gehöriges Dreieck /i2(m?), fu(q^)^ fuig'r) abschneidet, so ist fr.[/'i2(tr), fu^qu)^ 
fuiSr)] ein Glied der Summe ^^, und es ist 

(/uW, A.(9.), nU)] = m-{fu(q,)]-[tn(.g'.)]+[U«')]- 

Berücksichtigt man nun die benachbarten Glieder von ^„, so ergiebt sich, 
dass 1/12(0] wieder mit — t, [fi2(q'r)] mit —1, [/iiCtr)] mit Null multiplicirt 
wird. Das Glied [©] dagegen behält den Factor ir, so dass [35] mit der 
Summe aller w zu multipliciren ist, die derartig liegen, dass sowohl fni^)^ 
^12(^+^)1 als Ä^eh fi2(y>)i fi2(p+i) von dem Rande von 35 geschnitten 
werden, oder, was dasselbe ist: [23] ist mit der Summe aller w zu multi- 
pliciren, die so liegen, dass w, w+1 und w^ w+i beide von dem Rande 
von /2i(33) geschnitten werden. 

Zweitens kann der Rand von 23 von dem Viereck /ia(tt?), /',2(fr+l), 

/u(tr+l+0, A^t/'+O ein Fünfeck A^W, A2(f^+1), fndqd^ fniq,), fuito + i) 
abschneiden, so dass ein Glied von 2^ sein wird 

Die Anzahlfunction kann jetzt zerlegt werden in 

und hieraus geht bei Berücksichtigung der benachbarten Glieder von -S^ 
hervor, dass auch in diesem Falle [frz^qf,)] mit —1, \fu{qy)\ mit —1, [fn{v>)\ 
[/i2(«^+l)], [A20^+0] ™i^ Null zu multipliciren sind. Dagegen ist hiemach 
[S] mit der negativ genommenen Summe aller ir zu multipliciren, die am 
Rande von /2i(23) so liegen, dass die Strecken ir-f-l, w-\-l+i und ir+i, 
IT +1+1 beide von dem Rande durchschnitten werden. 

Die ganzen Punkte tc^ von denen soeben die Rede gewesen ist, sollen 
durch die Benennung „Factorpunkte" ausgezeichnet werden, weil sie bei 
der Berechnung von -S„ besonders in Betracht kommen als Factoren der 
Anzahl [23] aller Zahlen, über die die Summe -2", zu erstrecken ist. Die 
beiden Arten von Factorpunkten mögen als positive und negative Factor- 
punkte unterschieden werden. Geht man auf dem Rande des einfachen 
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Bereiches f^iO^) entlaüg und beobachtet die auf einander folgenden Factor- 
punkte, so bemerkt man, dass immer zwei gleichnamige durch einen un- 
gleichnamigen von einander getrennt sind, wodurch die Berechnung der 
Summe aller mit ihrem Vorzeichen versehenen Factorpunkte bei einfacher 
Beschaffenheit des Randes sehr erleichtert wird. 

Der Lehrsatz, in den diese Ueberlegungen zusammengefasst werden 
können, lautet folgendermassen: 

Sind Ä=/i2(«r) und tt> = /2i(Ä) in den einfachen Bereichen 33 und 
^i(33) eindeutige, stetige und endliche Functionen, so ist 

WO auf der rechten Seite die erste Summe über alle Austrittspunkte q^y der 
Elementarlinien zweiter Art aus dem Bereich /2i(23), die zweite Summe über 
alle Austrittspunkte q^ der Elementarlinien erster Art aus /2i(^)i di^ dritte 
Summe über alle mit dem richtigen Vorzeichen versehenen Factorpunkte Wf 
von /2i(33) zu erstrecken ist. 

Damit ist die auf einen zweidimensionalen Bereich sich beziehende 
Summe auf Summen zurückgeführt, in denen nur Randwerthe vorkommen, 
so dass dieses Theorem gewissermassen an den Greewschen Satz erinnert. 
Die Formel (2.) leistet offenbar mehr als die analoge Formel in der Theorie 
der reellen Function E(x)^ nämlich 

"^F' E{Ux)) = - "^^tr UfM)-E{Ua)).E,(a)+E{Ub))-Em, 

(a. a. 0. S. 119), denn durch diese letztere wird eine Summe von grössten 
Ganzen nur auf eine andere Summe derselben Art zurückgeführt. 

Um jetzt die Formel (2.) auf ein einfaches Beispiel anzuwenden, 
möge 

^ . V c-\-di , s / \ a-\-bi 

sein, wo a, b, c, d positive ganze Zahlen sind, von denen a und c ungerade, 
b und d gerade sind; a und b, ferner c und d und auch a+bi und c+di 
sollen keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Der Bereich 33 möge 
durch das. Viereck 0, a + bi, (a+6f)(l+t), (a+bi)i gegeben sein, dessen 
Eckpunkte nicht mit zum Bereich gehören. Der Bereich /2i(33) ist dann 
das Viereck 0, c+di, (c+df)(l4-i), (c+di^i ebenfalls mit Ausschluss der 
Eckpunkte. Auf dem Rande beider Bereiche und auf den, in diesem Falle 
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geraden, Fundamentallinien von 53 liegen den Voraussetzungen zufolge 
keine ganzen Zahlen. Bekanntlich ist [53] = a^-h6^— 1. 

Die Summen -S^^f/wC^n)] und ^ylfnCq'r)] lassen sich in diesem Falle 
leicht berechnen. Die Punkte q^ finden sich nur auf den Linien 0, c+di 
und c+di, (c+dt)(l+t), ihre Anzahl ist c+rf— 1. Ebenso gross ist die 
Anzahl der Punkte q'y, die nur auf (c+di)«, (c+dt)(l+«) und c+di, 
(c+rft)(l+0 vorkommen. Nun ist wegen der völligen Symmetrie, die der 
Bereich 53 sowohl hinsichtlich der Anordnung seiner ganzen Zahlen, als 
auch der Anordnung seiner Fundamentallinien in Bezug auf seine vier Eck- 
punkte besitzt, 

IMdMUqr^ä-r)] = [23], 

[Uq2)]Hru(q.,ä-.)] = [33], 
u. s. w. 

[A2(?c-H.-i )]+[/•..(? c^.+.)] = m, 

2 2 

80 dass man 

''X'[A.(o] = -4—-m 

findet, und genau ebenso ergiebt sich auch 

Die Factorpunkte w^ finden sich in diesem Falle nur an der Linie 
(c+dt), (c+dt)(l+i). Bei der Berechnung von 2±Wj^ ist zu unterscheiden 
zwischen d<Zc und d^c. Ist d<ic, so ist der zunächst an c+d% 
liegende Punkt von /iiC©), nämlich c— 1+rfi kein Factorpunkt, weil die 
Linie c+di, (c+di)(l+«) die Elementarlinie c— 1+dt, c— l+(d+l)t erst 
jenseits des Punktes c— l+(d-hl)« schneidet. Dagegen ist auf jeder der 
rf— 1 Elementarlinien zweiter Art, die die Grenzlinie c+di, (c+dt)(l+«) 
schneiden, der dem Rande zunächst liegende ganze Punkt ein positiver 
Factorpunkt, und jede Zahl, die um Eins kleiner ist als ein solcher Punkt, 
wird durch einen negativen Factorpunkt dargestellt. Der Beitrag, den alle 
diese Factorpunkte zu der gesuchten Summe liefern, ist also (d— 1).[3^]. 
Ausserdem ist nur noch der dem Punkt (c+di)(l+t) zunächst liegende 
Punkt des Bereiches /'2i(53), nämlich (c+di){\+i)-~i ein positiver Factor- 
punkt, zu dem kein negativer gehört. Im Ganzen ist also 

-T+fT^ = c-l+{c+d-V)i. 

44* 
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Ist d^c, 80 ist c—l+dt ein alleinstehender positiver Factorpunkt, 
auf jeder der c— 1 Elementarlinien erster Art, die den Rand c+dt,(c4-rfO(l+0 
schneiden, liegt ein positiver Factorpunkt, und jedesmal ist dann die um i 
verminderte Zahl ein negativer Factorpunkt, so dass auch in diesem Falle^ 
da weiter keine Factorpunkte vorhanden sind, 

2±w^ = c-l+di+(c-l)t = c-l+(c+d-l)« 

ist. Es ergiebt sich demnach 



oder auch 

(3.) -2-,e(^«) = i+i.(c+Ä-l)(«H6^-l). 

Diese Formel entspricht der bekannten Gleichung 

Der Kürze wegen wurden a, 6, c, d als positiv vorausgesetzt Die Formel 
(3.) gilt aber auch für beliebige Vorzeichen dieser Zahlen. Um dies 
wenigstens an einem Zahlenbeispiel zu zeigen, möge 

-2", E (^ "I_^.* a) (* = (0, 3-2*, 5-H, 2+3.)> 

berechnet werden. Die in B enthaltenen ganzen Zahlen sind hier 

a = 1, 2, 3, 4, 1+i, 2 + «, 3+t, 4+«, 2+2«, 3+2«, 2-«, 2-2«, 

und die zu diesen z gehörigen grössten Ganzen sind in derselben Reihenfolge 

-3+«, -5+2«, -8+3«, -10+4«, -4-2«, -6-«, -9, 

-11+«, -7-3«, -10-2«, -4+4«, -7+5«, 

ihre Summe ist —84+12« = (—7+«). 12, und dasselbe Resultat findet man 
nach Gleichung (3.). 
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Bemerkungen zu dem Aufsatze des 
Herrn G. Landsherg. 

(„Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche". Bd. 109, Heft 3 d. Journ.) 

(Von Herrn E. Netto in Giessen.) 



JJie interessanten Resultate, welche Herr G. Landsberg in seiner 
Arbeit „Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche" im 109. Bande S. 231 ff. 
abgeleitet hat, lassen sich ohne Weiteres von einem anderen Standpunkte 
her auch aus den Entwickelungen entnehmen, welche ich in dem Aufsatze 
„lieber einen Algorithmus zur Auflösung numerischer algebraischer Glei- 
chungen" im 29. Bande der Mathematischen Annalen S. 141 ff. gegeben habe, 
sobald man, wie es Herr henkrahe (Mathematische Annalen Bd. 31 S. 309 ff.) 
gethan hat, die Gleichung in der Form 

zu Grunde legt. 
Es ist hier 

ZU setzen, wobei man, wenn a von Null verschieden ist, diese Constante als 
positiv voraussetzen kann. Da in unserem Falle f(x) eine rationale Function 
ist, so folgt (1. c. 143), dass nur an eine der beiden Wurzeln von 

(2.) ax^ + (ß-a)x-b = 

durch Iteration mittels 

Annäherung stattfinden kann. Setzt man, unter li, I2 die Wurzeln von (2.) 
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verstehend, 

(4-) 






wobei die Quadratwurzel stets als positiv gelten soll, wenn D posUiv ist, 
dann folgt aas 

(6.) /'(^orc^o = 1, 

dass für a+/3 4= auch wirklich einer Wurzel asymptotisch zugestrebt wird, 
und zwar ist dies 

für a4-/3;>0 die algebraisch grössere ^2? 
für a+ß <C0 die algebraisch kleinere ^j. 

Dies ergiebt sieh aus der Isenkrahe&chen Abhandlung S. 311. 

Für a+ß = wird x^^2 = ^ui ^8 tritt also der von mir hervor- 
gehobene Fall (S. 144) auf. 

Setzt man, wenn § diejenige der beiden Wurzeln bedeutet, an welche 
Annäherung stattfindet, 

so muss bei positiven aß—bct das Vorzeichen von d^^i mit dem von d^ bei 
kleinen Werthen von 3^ übereinstimmen; denn für solche Werthe ist 

^x^l = fX^9.. 

Lässt man nun d^ von Null ab einmal ins Positive, einmal ins Negative 
zunehmen, bis auf beiden Wegen die andere Wurzel §' erreicht ist, so wird 
J„^.i stets näher an § liegen, als d^ (auf dem von d^ durchlaufenen Wege 
gerechnet), so dass für jeden Anfangswerlh x^ Convergem stattfindet; natür- 
lich ist dabei x^ = §' ausgenommen. 

Dass der gleiche Umstand bei aß—ba<iO eintritt, wird am ein- 
fachsten aus der Betrachtung von (T^^a, ^xf4, ••• erkannt. 

Der Fall aß — ba = 0, der scheinbar eine Ausnahme bildet, kann 
nicht vorkommen, wenn es sich um Kettenbrüche handelt, da sonst 



a: = - wäre. 

a 



Für D <C0 tritt Divergenz ein ; denn Convergenz würde eine Wurzel 
von (2.) liefern. 
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Im Falle dass D = ist, erhält man als Näherangswerth für S^ 



«+i 



C^x+l = ^.--^J^., («>0) 

und daraus ist ersichtlich, dass für kleine l^^l die Annäherung an die 
Doppel Wurzel immer nur von einer Seite her erfolgen kann. Ist a+/? > 0, 
80 wird nur ein positives J, ein kleineres ^^^i ergeben; ist a+/3>0, so 
findet umgekehrt die Näherung nur von kleinerem x her statt. Dieser Fall 
steht aber insofern unter dem zuerst behandelten, als hier nur die eine 
der beiden Strecken von § zu ?' gleich Null wird, während die andere den 
gesammten Bereich reeller Zahlen umfasst. Für a+/?>>0 führt jedes Xo 
von oben her an S heran, für a+ß<iO ein jedes x^ von unten her. 
Da aus (1.) weiter 

n\ ^ - ßx+b a'x+b 

^ ^ ax — a ax-\-p 

folgt, SO sieht man, dass die auf (7.) gegründete Iteration, falls Z) > ist, 

zu der Wurzel § führt, welche durch (3.) nicht zu erreichen war; und, falls 

Z) = ist, zur gleichen Wurzel mit Annäherung von der anderen Seite her. 

Endlich erkennt man sofort, dass für a = der Algorithmus (1.) 

oder (7.) zur Wurzel führt, je nachdem ^ oder -- kleiner als Eins ist; 

denn auch hier kommt es wieder auf den Werth von f(J) an. 

Alle diese Resultate folgen sofort aus den angeführten Arbeiten. 
Nimmt man noch hinzu, dass die Kettenbruch - Behandlung wegen der 
Periodicität nichts anderes ist, als eine Reihe von in einander geschobenen 
Iterationen mit verschiedenen Anfangswerthen, dann ist die Frage erledigt. 

Ich habe in den ersten hier gegebenen Entwickelungen angedeutet, 
dass bei der Iteration 

(8.) x,^, = fix:) 

nur die Hälfte der Wurzeln ^i, I2, ..., |, von 

(9.) X = fix) 

als Grenzwerthe auftreten könne, wenn f{x) eine rationale Function ist. 
Dies folgt aus den (1. c. 143) gegebenen Ueberlegungen. Es verdient 
bemerkt zu werden, dass diese Maximalanzahl nicht nothwendig erreicht 
wird, ja dass für keinen Anfangswerth, der von einem der ^ verschieden ist, eine 
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Grenzstelle vorhanden zu sein braucht. Wenn man in diesem Falle aus 

y = f(^) 

berechnet 

dann wird die Iteration von 

(10.) x,^, = g{x,) 

ihrerseits alle Wurzeln von (9.) als Grenzstellen liefern. Dies erklärt 
sich dann so, dass (10.) nicht einen, sondern n Functions -Zweige umfasst, 
welche einzeln zu den einzelnen Wurzeln führen. So giebt z. B. die 
Iteration von 

nur Divergenz, während die Iterationen 

j7^+i = + ix^-\- b und x^^i = — yx^+ b 
zu den beiden Wurzeln von 



X 



•2 



-x-b = 



hinführen. 



Druckfehler. 

Seite 282, Zeile 18 ist hinter (SJ*] = 1) einzuschalten: „bedeutet". 

— — — 20 ist das Wort „ist" zu streichen. 

— — — 31 lese man „während" statt „hingegen". 
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